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Reconnaitre un groupe, un anneau ¢ n
OU Un COFpS par fes axiomes

~ On appelle groupe tout couple (G, ) o GG est un ensemble et + est une loi de compo-
sition interne telle que

— La loi est associative
— Il existe un élément e appelé elément neutre de G tel que pour tout = de G,

r*xe=€e*xr==

— Pour tout élément z, il existe un elément ytelque zxy =y xz = e.
L’¢élément y est le symetrique de z
Si de plus, la loi » est commutative, on dit que (G, %) est un groupe commutatif ou un
groupe abeélien.
© On appelle anneau tout triplet (A, +, x) ou A est un ensemble et + et x des lois de
composition internes telles que

— (A, +) soit un groupe abélien dont le neutre se note 04 et s’appelle I’élément nul.
— Laloi x est associative

— Il existe un élément 1 4 tel que pourtoutz € A, Iy xr =2 x 1y =2

— La multiplication est distributive par rapport a I’addition, ¢’est-a-dire :

Y(z,y,2) € A%, zx(y+2) = (xxy)+(xx2) et (Y+2)xx = (yxz)+(2x2)

Si (A, +, x) est un anneau et que la loi x est commutative, on dit que ¢’est un anneau
commutatif.

 On appelle corps tout anneau commutatif (A, +, x) tel que tout élément non nul z de
A admette un inverse, c’est-a-dire, un élément y tel que z x y = 1 4.

Que faire?

© Quand on veut démontrer que (G, *) (ou (A, +, X)) est un groupe (ou un anneau), la
meilleure méthode est de démontrer que c’est un sous-groupe (ou un sous-anneau) d’un

groupe (ou anneau) connu. Cela sera abordé dans la fiche 3.

1. Reconnaitre un groupe, un anneau ou un corps par les axiomes 9



Pour montrer, en revenant aux axiomes que (G, ) est un groupe, il faut vérifier que la
lo1 est associative (ce qui est souvent assez formel), trouver 1'élément neutre de la loi et,
pour tout élément 2 exhiber son symeétrique.

EXEMPLE1 Rappelons un exemple du cours. On veut montrer que si X est un ensemble,
I’ensemble Sx des bijections de X dans X est un groupe pour la composition.

— On vérifie que la loi o est une loi interne de Sx. En effet si1 f et g sont des bijections
de X dans X alors f o g aussi.

— La loi o est associative. En effet si f, g et h appartiennent a Sx.
fo(goh)=(fog)oh

— La fonction identité de X notée ¢ : X — X est un €élément neutre pour o car, pour
toutz € X,

(fou)(x) = f((z)) = f(z)et (co f)(x) = u(f(2)) = f(z)

— Toute fonction f de Sy admet un symeétrique puisque. comme f est bijective, il
existe une fonction g. elle meéme bijective vérifiant f o ¢ = g o f = ¢. Il suffit de
prendre pour g la bijection réciproque de f.

On a bien montré que (Sx, o) était un groupe. Notons que ce n’est pas un groupe abélien
sauf si X a strictement moins de 3 éléments.

Dans le cas des groupes, il ne faut pas se melanger entre les notations additives et les nota-
tions multiplicatives. Plus précisément :

quand on note un groupe additivement (le plus souvent dans le cas des groupe abeliens),
I’élément neutre est noté 0 et le symétrique de 2. que I’on appelle I’opposé se note —z.
C’est le cas par exemple du groupe (Z, +).

quand on note un groupe multiplicativement, 1’élément neutre est noté 1 et le syme-
trique de 2, que I’on appelle I'inverse se note z—!. C’est le cas par exemple du groupe
(GL,(K), x).

Exempie traité
On consideére I’opération T sur X = R \ {—1} définie par
Y(z,y) € X2, 2Ty=2+y+2y

1 Montrer que pour tout (z,y) dans X2, 2Ty = (1 +2)(1 +y) — 1.
2 Montrer que (R, T) est un groupe.

10 Algebre genérale



SOLUTION

1 Soitz,ydans X, (1+2)(1+y) =142+ y+ 2y =1+ x2Ty. La relation voulue
s’en deéduit.
2 Montrons les axiomes des groupes.

On commence par remarquer que la loi T est une loi interne a X. En effet si z et y
appartiennent a X alors (1 +2) #0et (1 +y) # 0donc (1 + 2)(1 +y) # Oetde
ce fait, 2 Ty # —1.

Montrons que la loi T est associative. Soit 2,y et 2 dans X, en utilisant le calcul
précédent,

(T Tz = xTy)(1+2) -1
z)(1+y)(1+2) -1
z)(14+yT2)—1

zT(yT2)

I
s
e o

La lo1 est bien associative
On remarque que 0 est un élément neutre pour T car pour tout z € X,

2T0=0Tz==2

Pour 2 € X, on cherche y € X tel que 2Ty = 0. On est ramené a résoudre (en y)
I’équation 2 + y + 2y = 0. Elle est équivalente a (1 + )y = —a Comme 2z est

supposé dans X. 1 + 2 # 0 et ainsi I'unique solution est y = —37— H qui appartient

biena X carz # 1 + . On veérifie de plus que, en posant y = —7. yTe = 0.
Finalement y = — {7 est le symétrique de 2 pour la loi T.
On a bien montré tous les axiomes du groupe donc (X, T) est un groupe (qui est abé-

lien).

EXERCICE Soit A un ensemble, on considere P = P(A) I’ensemble des parties de

I’ensemble A. Pour toutes parties X et Y de A, on appelle différence symétrique de X et Y
et onnote XAY I'ensemble (X UY)\ (X NY).
S1 X est une partie de A, on note 1x la fonction caractéristique de X :

E,..T—,_w_ﬁu?ﬁaw

Ix: A — {0,1}
{ 1 sizeX
xr .
0 simnon

On pourra utiliser le fait que pour deux parties X et Y de A, X = Y si et seulement si
1x =1y.

1. Reconnaitre un groupe, un anneau ou un corps par les axiomes
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3
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5

2

Soit X et Y dans P. Montrer que 1xay = 1x + 1y —2 x 1x1y.

En déduire que (P, A) est un groupe abélien.

Soit X et Y dans P. Montrer que 1 xny = 1x1y.

En déduire que (P, A,N) est un anneau commutatif.

Montrer que si A n’a pas qu’un seul élément alors (P, A, M) n’est pas un corps.

Pour vous aider a démarrer
1 On pourra, pour un élément = de A, séparer selon que z € AN B,
z € A\B,...
2 Utiliser la question précédente pour montrer 1’associativité de A.
Faire le calcul.

4 Utiliser les applications caractéristiques pour montrer la distributi-
vité.

5 Il suffit de montrer que si X # A et X # @ alors il n’existe pas Y
tel que X MY soit le neutre pour M.

TERRRRRR R nnnnnnm s.llll'.s ..s 'lo'c".s PRRRRRRRR R nnnnnnmmn

Siz € X NY (c’est-a-dire que = est dans X etdans V), 1x(2) = ly(z) = 1 et
donc
(Ix+1y —2x1xly)(2) =14+1-2=0=1xay(2)
En effet, 2 n’appartient pas a XAY'.
Siz € X \Y (c’est-a-dire que 2 estdans X etpasdans V), 1x(z) = letly(z) =0
et donc
(Ix+1ly —2x1xly)(2) =14+0-0=1=1xay(2)
En effet, 2 appartient a XAY'.
On traite de méme les casou z € Y \ X et les cas ol  n’est ni dans X ni dans Y.
Montrons les axiomes des groupes.
Il est clair que A est une loi interne sur P.
Montrons 1’associativité. Soit (X,Y, Z) € P2,
On veut montrer que (XAY)AZ = XA(YAZ). Pour cela, il suffit de montrer que
lixav)az = lxa(yaz)- Or. d’apres la question precédente :
lixav)yaz = lxay +1z—2Xx1xaylz
= Ix+1ly —2x1xly+17—-2(1x+1x —2 x 1x1ly)lz
= 1Ix+1ly+1z—-2(1xly +1ylz+1x1z)+4 x 1x1lyly

Algebre genérale



Il suffit alors de calculer 1 y 5y A7) et de vérifier que I'on trouve la méme expression.
Comme I'union et I'intersection sont commutatives. la différence symétrique aussi.
Vérifions que @ est un élément neutre pour A. Soit X € P,

XAg=(Xu@)\(XnN@)=X\g=X

De méme. AX = X donc @ est bien un élément neutre pour A.

Soit X € P. On cherche son symétrique Y tel que XAY = @. On remarque que
XAX=(XuX)\(XNnX)=X\X=©

On vient donc de voir que le symétrique de X est X lui méme.
On a bien montré que (P, A) est un groupe abélien.
3 Soit XetY dans Petx € A,

2EXNY <= zeXetzecY & Ix(z)=1y(z)=1 < (lxly)(z) =1

Cela prouve que 1 xny = 1x1y.
4 Onadéjavuque (P, A) était un groupe abélien. Montrons les axiomes qui restent.

On sait que la relation M est associative et commutative (on peut aussi le démontrer
en utilisant la question précedente).

La partie A elle méme est un élément neutre pour M car pour tout X € P,
XNA=ANX=X,

Soit X,Y et Z dans P, on veut montrer que XA(Y N Z) = (XAY) N (XAZ).
Pour cela. on va passer par les applications caracteéristiques.

Ixnivazy = lxlyaz
Ix(ly +1z —2 x 1yly)
= l1xly+1xlz—2x1xlyly

D’autre part

Lixny)axnz) = lxny +1xnz —2 X lxnylxnz
= 1xly +1x1z —2x1%1yly
= lxly+1x1z—-2x1xlylz

La derniére égalité venant du fait que 1y étant a valeur dans {0, 1}, 1% = 1x.
Finalement (P, A, N) est bien un anneau commutatif.
5 Soit X quin’est ni A, ni vide (qui existe bien car A n’a pas qu'un seul élément). Pour
toutY € P, (XNY)C X C A Onen déduit que (X NY) # A et donc que X n’est

pas inversible dans 1’anneau (P, A, N). On a exhibé un élément non nul qui n’est pas
inversible donc I’anneau considéré n’est pas un corps.

1. Reconnaitre un groupe, un anneau ou un corps par les axiomes 13
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Montrer qu'une appiication
est un morphisme de groupe

- Soit (G,x) et (G', T) deux groupes. Une application f : G — G’ est un morphisme
de groupes si pour tout (g1, g2) € G2, f(g1* g2) = f(91) T f(g2).
~ Soit (A, +, x) et (A’, +, x) deux anneaux. Une application f : A — A’ est un mor-
phisme d’anneaux si
== V($1,$2) € A2, f(xl ek 2:2) = f(ml) *+ f(IL'Q)
— VY(z1,22) € A%, f(21 x 22) = f(21) X f(z2)
— f(14) = f(1p) ou 14 est I’élément neutre pour la multiplication de A et 1p
I’élément neutre pour celle de B.

Un morphisme de groupes (ou d’anneaux) est donc une application qui est compatible avec
les opérations des ensembles de départ et d’arrivee.

Que faire ?

Dans la tres grande majorité des cas, aussi bien dans le cas des groupes que dans le cas des
anneaux. il suffit juste de vérifier les axiomes de la définition.

EXEMPLE1T Soit n > 2. On considere le groupe S, des permutations de n éléments. Soit o
une permutation de S, on considere ¢ : S, — S, définie par ¢ : T — oro~ L. On veut
montrer que ¢ est un morphisme de groupes.

Pour tout (11, 72) € S2,

1 1 1

e(n)e(m) = 0m10 010" =0T = @(T1T2)

On a bien montré que ¢ est un morphisme de groupes.

EXEMPLE2  Soit K un corps et K[X] I’anneau des polynomes a coefficients dans K.
Soit a € K. on considere I’application ¢ d’évaluation en a.

e: K[X] - K
P +— P(a)

On veut vérifier que £, est un morphisme d’anneaux.

Algebre génerale



Soit (P, P») € (K[X])?,
e(PL+ P2) = (P + B)(a) = Pi(a) + Pa(a) =(P) + ()
Soit (P, P») € (K[X])2,
(P x Py) = (P1 X Ps)(a) = Pi(a) x Py(a) =¢(P;) x e(P)
L’unité de K[X] est le polynome constant égal a 1x que 1’on va noter 1. On a alors,
gl)=la)=1x

On a bien montré que ¢ était un morphisme d’anneaux.

Il faut faire attention aux opérations des ensembles de départ et d’arrivée. Par exemple le
logarithme néperien est un morphisme de groupes de (R , x) dans (R, +) car pour tout z, y
réels strictement positifs, In(2 x y) = In(z) + In(y).

On considere les applications ¢ et ¢ définies de Z dans M (C) par

N 1 #® n 0
ap.nr—)(o 1)etw.n|——>(0 0).

1 a. Montrer que pour tout entier relatif n, p(n) est inversible.
b. Montrer que ¢ est un morphisme de groupes de (Z, +) dans (GLo(C), x).
2 L’application ¢ est-elle un morphisme d’anneaux de (Z, +, x) dans (Ms(C), +, x)?

Pour vous aider @ démarrer
m 1 a. On pourra, par exemple, calculer le déterminant de ¢(n) pour
n e Z.
b. Vérifier les axiomes dun morphisme de groupes.

2 Bien penser a essayer de vérifier tous les axiomes d’un morphisme
d’anneaux.

2. Montrer qu‘une application est un morphisme de groupe ou un morphisme d’anneaux

15
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1 a. SoitneZ.Ona
n

detolm) =| § | =170

On en déduit que ¢(n) est inversible.
b. Soit n, m deux entiers relatifs,

o xom=(g 1 )x (g 7)=(5 "™ )=v+m

Cela montre que ¢ est un morphisme de groupes de (Z, +) dans (M2(C), x).

2 Un calcul simple montre que ¢’ veérifie les deux premiers axiomes des morphismes
d’anneaux : en effet pour n, m deux entiers relatifs

vw+vm =5 o )+(5 0)=("5" o) =ve+m

et
z/)(n)xd)(m):<g 8)X(Tg 8):(”6” g):w(nm)
Cependant, ce n’est pas un morphisme d’anneaux car /(1) = (1) 8 ) # I5. Donc

I’image par v¢» du neutre pour la multiplication de Z n’est pas le neutre pour celle de
M;(C).

Algebre genérale



Montrer qu'une partie d'un groupe ai
[d’un anneau) est un sous-groujpe 1,

’I O

(un sous-anneaul ~

Soit (G, x) un groupe. Un sous-groupe de G est une partie H stable par la loi * et qui
est un groupe pour la loi induite par *.

Soit (A, +, x) un anneau. Un sous-anneau de A est une partie B telle que (B, +) soit
un sous-groupe de (A, +). qui contient 14 et qui est stable par multiplication.

Que faire?

Il y a deux méthodes principales pour montrer qu’une partie H est un sous-groupe d’un
groupe G.

On peut montrer qu’une partie H est un sous-groupe d’un groupe G en utilisant la carac-
térisation suivante : une partie H est un sous-groupe si H n’est pas vide et que pour z, y
dans H, zy~! € H. Noter qu’ici, on a utilisé une notation multiplicative du groupe : dans
le cas d’un groupe noté additivement il faut montrer que si « et y appartiennent a H alors
r—y€H.

EXEMPLE1 Soit n un entier naturel non nul, on note U,, = {2z € C, 2™ = 1} I’ensemble
des racines n-iemes de 'unité. On va montrer que ¢’est un sous-groupe du groupe (C*, x)
ou C* est ’ensemble des nombres complexes non nuls.

Il est clair que U, C C* puisque 0" =0 # 1.
On montre que U,, n’est pas vide car 1 € U, puisque 1" = 1.
Maintenant, soit 2y, 2o dans U,,,

21 "_z{‘_l_1
w) ST
2 Zy

On a donc 2125 ' € U, et de ce fait, (Uy, x) est un sous-groupe de (C*, x)

On sait que si G et H sont deux groupes et ¢ : G — H un morphisme de groupes alors
le noyau Ker () est un sous-groupe de G et I'image Im () est un sous-groupe de H.
On peut donc, quand on cherche a montrer qu'une partie d’ un groupe est un sous-groupe,
essayer de I’écrire comme une image ou un noyau d’un morphisme de groupes.

3. Montrer qu’une partie d’un groupe (d‘un anneau) est un sous-groupe (un sous-anneau) 17
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EXEMPLE2 Soit n un entier non nul. L’ensemble SL,,(C) des matrices de déterminant 1
est un sous-groupe de GL,,(C). En effet, c’est le noyau de I’application déterminant

det : (GL,(C), x) — (C, x)

qui est un morphisme de groupes.
Conseils

Quand on cherche a montrer qu'une partie H est un sous-groupe de G, pour verifier
qu’elle n’est pas vide, le plus simple est souvent de montrer que 1’élément neutre de GG
appartient a H.

Pour montrer qu’une partie est un sous-anneau. on ne peut pas, comme dans le cas des
groupes, montrer que c¢’est le noyau d’un morphisme d’anneaux car un tel noyau a une
structure d’idéal et non de sous-anneau - voir la fiche 5.

Soit n > 1. On note 7}, I’ensemble des matrices triangulaires supérieures de M,,(C). Pour
tout (i, j) € [1, n]]2 on considére £ ; I'application linéaire définie de M,,(C) dans C qui
associe a une matrice M son coefficient [M/]; ; placé a la i-éme ligne et j-éme colonne.

1 Caractériser T, a I"aide des application E7 ;. En déduire que 7}, est un sous-groupe de
(Mn(C),+)
2 Montrer que 7}, est un sous-anneau de (M, (C), +, x).

SOLUTION
1 Par définition, pour toute matrice M de M,,(C).

MeT, < Vie[2,n],Yje[1,i—1],Ef;(M)=0.

C _ —
On peut donc écrire que 7, = (| Ker E 4
1<j<i<n

Or, les applications E7; sont linéaires donc ce sont des morphismes de groupes (pour
la loi +). On en déduit que pour tout (i,7) € [1,n]*. Ker E}; est un sous-groupe de
(M, (C),+). Une intersection de sous-groupes €tant aussi un sous-groupe, 7;, est un
sous-groupe de (M, (C), +).

2 Pour montrer que 73, est un sous-anneau de (My(C), +, x), on doit de plus montrer
que 1’élément neutre (multiplicatif) de M,,(C) est dans 7}, et que T, est stable par
multiplication.

L’¢lément neutre pour la multiplication est la matrice identité /,, qui est bien un éle-
ment de 75,.
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Soit M, N deux éléments de 7},. On veut montrer que M N € Ty,. Soit (i, 7) € [1,n]?
tels que i > j.

n
[MNJij = [M]; k[ Nk
k=1
or, pour k > j. [N]p; = Oet. pour k < j < i, [M];, = 0. On obtient alors que
[MN]; j = 0 et donc que MN € T,.

On a bien montré que 7;, est un sous-anneau de (M, (C), +, x). Notons de fait, que
c’est méme une sous-algebre.

Soit (G, %) un groupe d’élément neutre e. Pour (2, y) dans G2. on notera 2y pour z x y. On
appelle centre du groupe et on note Z(G') I’ensemble défini par

Z(G) ={z € G,Vy € G,zy = yz}

1 Montrer que Z(G) est un sous-groupe en utilisant la caractérisation des sous-groupes.

2 a. Soity € G, montrer que p, : G — G défini par p, : = — yzy !

de groupes

est un morphisme

b. Montrer que si f et g sont deux morphismes de groupes de G dans G alors
K ={z€ G, f(z)=g(z)}

est un sous-groupe de G.

c. Enutilisant les deux questions précédentes, remontrer que Z (') est un sous-groupe
de G.

On considere I’ensemble A = Z[i] défini par
Z[i] = {a + ib, (a,b) € Z2}

Montrer que A est un sous-anneau de C.

m 1 Commencer en trouvant un élément de Z(G)
2 a. Revenir a la définition.
b. Utiliser la caractérisation classique des sous-groupes.

c. On pourra considérer l’application identité qui est un mor-
phisme de G dans G.

3. Montrer qu’une partie d'un groupe (d‘un anneau) est un sous-groupe (un sous-anneau)
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1

1 Onremarque que Z(G) n’est pas vide car 1’élément neutre e de GG appartient a Z(G)
puisque pour tout y dans G, ey = ye = y.
Maintenant si « et y appartiennent a Z(G). Pour tout 2 € G. on sait que yz = 2y et
donc. en multipliant par y~! a droite et a gauche des deux cotés, 2y~! = y~12. Onen
deduit que

CL‘J_IZ = mzy_l = zary_l

et donc 2y~ € Z(G).
En conclusion Z((G) est un sous-groupe de G.

2 a. Soity € G, pour tous z, 2’ dans G,

1 1

py(zz’) = yza'y™" = yaylyz'y ! = gy (x)py(2)
On a bien montré que ¢, est un morphisme de groupes.
b. Soit f et g deux morphismes de GG dans G et notons K = {z € G, f(z) = g(z)}.
On sait que f(e) = e, en effet, f(e) = f(ee) = f(e)f(e).
On en déduit que e € K car f(e) = e = g(e). De ce fait, K # @.
De plus, pour (z,y) € K2,

flay™) = f@)f(y)~' = g(x)g(y) "' = glay™)
donc 2y~ ! € K. On a bien vérifié que K était un sous-groupe de G.

c. Soit y € G, on regarde les morphismes de groupes ¢, et I'identité. On constate
alors que Ky = {2 € G,py(z) = idg(z)} = {z € G,yzy~! = 2} est un sous-
groupe de G. 11 suffit ensuite de réécrire que K, = {2 € G,yx = a2y} et de voir
que

Z(G) =) Ky
yelG

pour conclure que Z(G) est un sous-groupe de G comme intersection de sous-
groupes de G.

On vérifie pour commencer que (A, +) est un sous-groupe abélien de (C, +).
Comme 0=0+0i € A, A # 2.
Soitz = a+ibet 2’ = a’ +ib’ des éléments de A oua,a’, bet b’ sont des entiers relatifs,
r—2'=(a—a)+ib-V) € A
De plus I’élément neutre pour la multiplication de C appartient a A car 1 = 1 + 0i. Pour
finir, si 2 et 2/ appartiennent a A, en reprenant les notations ci-dessus,

2z’ = (a+ib) x (a’ +ib') = (aa’ — bb') + (ab' +a'b)i € A

On a bien montré que (A, +, x) était un sous-anneau de (C, +, x).
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Caiculer et utiliser Fordre 2

d'un éiément dans un groupe ./

Dans cette fiche (G, x ) désigne un groupe. L’élément neutre sera noté e.

Soit 2 un élément de G

~ On dit que z est d’ordre fini s’il existe un entier n > 1 tel que 2" = e.
Si x est d’ordre fini, on appelle ordre de x le plus petit entier n strictement positif tel
que z" =e.
Si 2 est d’ordre fini et d’ordre n, pour tout entier m. 2™ = e <= n|m.

Le théoreme de Lagrange affirme que. si G est fini, I’ordre de z divise le cardinal de
G.

Que faire ?

Pour déterminer 1’ordre d’un élément 2, il faut trouver un entier n tel que 2™ = e et que,
pour tout entier k& compris entre 1 et n — 1, 2% # e.

EXEMPLE1 On considére le groupe multiplicatif Us = {exp( 2—’6@) . k € [0,5]} des ra-
cines 6-iémes de I'unité dans C. L’élément j = exp(2¥) est d’ordre fini car j® = 1 (ici
1’élément neutre pour x est 1) par définition. Cependant, j n’est pas d’ordre 6 car j* = 1.
On en déduit que j est d’ordre 3 car j # 1 et j2 # 1.

On peut utiliser I’ordre d’un élément 2 pour calculer les puissances de 2. En effet si 2 est
d’ordre n, la valeur de 2™ ne dépend que de la congruence modulo n de m.

EXEMPLEZ Si on reprend I’exemple de j € C. Il est d’ordre 3, de ce fait, j™ ne dépend
que de la congruence de m modulo 3.

1 sim=0 [3]
=M

jM=< j sim=1 [3]
j2 sim=2 [3]

4. Calculer et utiliser I'ordre d'un élément dans un groupe 21
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Pour déterminer 1’ordre d’un élément 2 on peut commencer par trouver un entier m tel
que 2™ = e. On cherche alors I’ordre de  parmi les diviseurs de m.

Pour déterminer I’ordre d’un élément 2. on peut écrire 2 comme produit d’éléments com-
mutant entre eux.

On considere dans Sy la permutation
(1 2 3 45 617289
=R7 591234868

1 Déterminer |’ordre de o.

2 En déduire 02000,

SOLUTION

1 On commence en décomposant ¢ en produit de cycles a supports disjoints. On pose
1 = (1,7,4), 72 = (2,5) et y3 = (3,9,8,6). On a alors 0 = 7; 0 ¥2 0 7y3 ou les trois
cycles 71,72 et 73 commutent car ils ont des supports deux a deux disjoints. De ce fait,
pour tout entier m, 6™ = 47" 0 v5* o0 ¥5".

Maintenant. y; est un 3-cycle. il est d’ordre 3. 72 est une transposition qui est d’ordre 2
et y3 estun 4-cycle qui est d’ordre 4. On en déduit finalement que, en notant id I’élément
neutre de Sy.

o™ =id <= (3|met2metd|m) <= (3Vv2V4)|m < 12|m

On obtient que o est d’ordre 12.

2 On realise la division euclidienne de 2000 par 12 : 2000 = 166 x 12 + 8. On en deéduit
que
g0 — 58 — 8548048 = 42

Finalement, 029 = (1,4,7).
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On considére dans M,,(C) la matrice

[0 1 0 0
g — 0
0 1
\1 0 0

On note u : C" — C" I’endomorphisme canonique associé a .J ainsi que (eq,...,€,_1) la
base canonique de C".

1 Soiti € [0,n — 1], calculer u"(e;).
2 Déterminer alors I’ordre de .J dans le groupe GL,,(C).
3 Endeduire que J est diagonalisable.

On considere (G, x ) un groupe commutatif. Soit 2 et y deux éléments de G. On suppose
que x est d’ordre n et y est d’ordre m.

1 On suppose dans cette question que n et m sont premiers entre eux. Montrer que xy est
d’ordre nm.
Montrer qu’il existe un €lément d’ordre n V m.

Le résultat de la question 1. est-il encore vrati si le groupe n’est plus supposeé commuta-
tif?

re

m 1 Commencer en calculant u(ep). u?(eo) . . .
2 Déduire la valeur de J" de la question précédente.

3 Utiliser un polynome annulateur.

m 1 Montrer que (2y)™™ = e et que si k est un entier tel que (zy)* = e
alors n|k et m|k.

2 Commencer par montrer que, pour tout diviseur d de n ou de m, il
existe un €lément d’ordre d puis utiliser la décomposition en produit
de nombres premiers de n et m.

3 On pourra travailler dans le groupe S3 qui n’est pas commutatif.

4. Calculer et utiliser I'ordre d'un élément dans un groupe
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; ; ; ; ‘. 17 >
Avec les notations de I’énoncé, ona : Vi € [0,n — 1], u(e;) = { 4 BIZ1

’ 4 17 >
En recommengant, u?(e;) = u(u(e;)) = { g‘_22 zilioﬁ 4
n—2+41

En composant encore avec u plusieurs fois, on obtient, si k € [1,n — 1] :

” €i_k sit >k
’U.L ((J i—k vk =
€n—_k+i Sinon

Finalement, u™(e;) = ep_nii = €;.

La matrice J" est la matrice de I’endomorphisme «" dans la base canonique. Comme
u™ est I’identité de C", on obtient : J" = I,,.

Pour justifier alors que I’ordre de .J dans le groupe GL,(C) est égal a n. il reste a
montrer que si k € [1,n — 1], la matrice .J* n’est pas égal a I,,, ce qui revient a mon-
trer que u* nest pas I’endomorphisme identité. Il suffit pour cela de remarquer que
'U'k(en—l) = €n—1-k 7 €n—1-

Finalement .J est une matrice d’ordre n.

D’apres la question précédente, J" = I,,. Cela signifie que le polynome X" — 1 annule

) n—1
la matrice .J. On sait, en notant w = exp( 2’:—}) gue X™ — 1= [] (X —a&*).
k=0

On a donc montré que .J était annulé par un polynome scindé a racines simples. Cela
umplique que .J est diagonalisable.

On commence par vérifier que (2y
supposé commutatif.

Maintenant, soit k un entier tel que (zy)* = e. On a alors ¥ = y~*. De ce fait,
xkm = (y™)~k = ¢ car y est d’ordre m. On en déduit, comme 2 est d’ordre n. que n
divise km mais comme 7 et m sont premiers entre eux, n|k d’apres le lemme de Gauss.
Par symétrie, on montre aussi que m |k et donc que nm/|k car n et m sont premiers entre
eux.

Finalement, on en déduit que 2y est d’ordre nm.

)T = (2")™ x (y™)" = e puisque le groupe G est

k

Soit d un diviseur de n. Par definition, il existe un entier & tel que n = kd. Montrons
alors que 2 = 2* est d’ordre d. En effet 2¢ = (2¥)? = 2k = 2™ = e. De plus pour
tout d’ € [1,d — 1], 2¢ =2 £ ecarl < kd' < kd =n.

De méme, si d est un diviseur de m. on peut trouver une puissance de y qui est d’ordre
m.
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Notons maintenant,

S S
n = Hp?i etm = Hp?’
i=1 i=1

les décompositions en produit de nombres premiers de n et m ou «; et 3; appartiennent
a N (on a a; = 0 s1 p; ne divise pas n et de méme 3; = 0 si p; ne divise pas m).

S
On sait alors que n V- m = [] p," ot 7; = max (o, 3;). Or, pour tout entier i compris
i=1
entre 1 et s, p,* divise n oum. Il existe donc un élément 2; de G d’ordre p,". En utilisant
alors la question 1. et le fait que pour i et j distincts dans [1, s]. p," et p}’ sont premiers
entre eux, on en deduit que 27 X 29 X - -+ X 24 est d’ordre n V m.
Le résultat n’est plus vrai. Par exemple dans S3. si on prend pour 2 la transposition

(1,2) et pour y le 3-cycle, (1,2,3) qui sont d’ordre 2 et 3 respectivement. Le calcul
montre que 2 o y est la transposition (2, 3) qui est d’ordre 2 et non 6.

4. Calculer et utiliser I'ordre d’un élément dans un groupe 25



Montrer qu'une partie

d'un anneau est un ideal

Soit (A, +, x) un anneau commutatif.
Une partie I de A est un idéal de A si
(I,+) est un sous-groupe de (A, +).
- Pourtoutx € I ettouta € A, ax € I (ousil’on veut za € I).

Que faire ?

Pour montrer qu’une partie / d’un anneau est un idéal. on montre qu’elle vérifie les deux
axiomes.

EXEMPLE1 Soit A I’anneau des fonctions de R dans R muni des lois usuelles. Précisément,
pour toutes fonctions f et g dans A, les fonctions f + g et f x g sont définies par :

Ve e R, (f +9)(2) = f(z) + g(2) et (f x g)(z) = f(2) x g(2)

On considere alors o € R et I, I’ensemble des fonctions qui s’annulent en ov. Montrons
que c’est un idéal de A

On vérifie pour commencer que c¢’est un sous-groupe (pour la loi +). En effet, I, # @

car la fonction nulle appartient a /,,. De plus, si f et g appartiennent a /,,, f — g aussi, en
effet :

(f—9)(a)=f(a) —g(a) =0-0=0

On vérifie alors la deuxieme condition. Si f € I, et g est une fonction quelconque de A,
fxgé€lI,car

(f x 9)(@) = f(a) x g(a) = 0 x g(a) =0

On a bien vérifié que /,, était un idéal de A.

Si A et B sont deux anneaux et que ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux, on peut
vérifier aisément que le noyau Ker(p) = {z € A, ¢(x) = Op} est un idéal de A.
De ce fait, pour montrer qu’'une partie / de A est un idéal, on peut essayer d’exhiber un
morphisme d’anneaux dont ¢’est le noyau.
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EXEMPLE2 S1on reprend les notations de I’exemple ci-dessus, on peut considerer 1’appli-
cation d’évaluation ¢ définie par

R

e: A —
[ = fla)

Il est clair que I, = {f € A, f(a) = 0} = Ker (¢). Comme ¢ est un morphisme
d’anneaux, on retrouve que /,, est un idéal de A.

I1 est important de ne pas confondre idéal et sous-anneau (voir fiche 3). Dans les deux cas,
ce sont des sous-groupes additifs de ’anneau, cependant :

On impose une condition de stabilité pour la multiplication plus forte dans le cas de I'1déal,
en effet, on demande qu’un produit soit un élement de 1’idéal des que I'un des deux ¢le-
ments appartient a I'idéal.

On impose que I’élément neutre de la multiplication de I’anneau (I’unité) appartienne au
sous-anneau, ce qui n’est pas le cas pour les idéaux. De fait, il n’existe qu’un seul idéal
qui contienne 1'unité de I’anneau, ¢’est I’anneau dans sa totalite.

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Soit / et .J deux idéaux de A.
Montrer que I +.J = {a +b,(a.b) € I x J} et I N.J sont des idéaux de A.

SOLUTION

Montrons que I + .J est un idéal. Comme I et .J ne sont pas vides, I + .J n’est pas vide.
De plus soit 1 = a; + by et 29 = ag + by des eéléments de I + .J ou a1, ap appartiennent
a I et by, by appartiennent a .J,

.’l‘]——.’1?2:((11~a-2)+(b1——b2)€I+J

cara; —as € Tethy — by € J.

Deplus,soitz =a+be I+ Jetce A ca € I etcb € J car ce sont des idéaux donc
ccel+J.

On a bien montré que / + .J était un ideal de A.

Montrons que / N .J est un idéal. Comme 0 € [ et0 € Jalors0 € INJ donc INJ # @.
Soit 2y et 29 € I N J, alors 1 et 29 appartiennent a [ et donc 1 — 29 € I. De méme,
r1 —x9 € J. Finalement, xy — 2o € I N J.

Deplus,pourz € INJetce A, cx € I etcx € J car I et J sont des idéaux et donc
cxcelNnd.

On a bien montré que / N .J était un idéal.

5. Montrer qu‘une partie d'un anneau est un idéal
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On considere I’anneau commutatif (Z, +, x). On rappelle que pour tout idéal I de Z, il
existe un unique entier positif a tel que

I =aZ = {am,m € Z}

1 Montrer que si [ et .J sont deux idéaux de Z alors I.J = {ab,(a,b) € I x J} estun
idéal.
2 Trouver deux idéaux I et .J tels que I U .J ne soit pas un idéal.

Soit (A, 4+, x) un anneau commutatif. Soit / un idéal de A, on appelle radical de I et on
note /7 I’ensemble

VI={z € A,In e N*,2" € I}
1 Montrer que v/7 est un idéal.

2 Endéduire que N = {2 € A, 3n € N* 2™ = 0} I’ensemble des éléments nilpotents
de A est un idéal.
3 Déterminer VI dans le cas ou A = Z et [ = 18Z.

m 1 On pourra commencer par écrire I = aZ et J = bZ.
2 Considérer 2Z U 37Z.

RCICE m 1 Afin de montrer que /7 est un sous-groupe. on pourra utiliser la
formule du binome de Newton.
2 Déterminer un idéal I tel que N = \/T.

3 Penser a la décomposition en facteurs premiers.

1 Drapres la structure des idéaux de Z, il existe des entiers a et b tels que I = aZ et

J = bZ. De ce fait, tout élément de I.J est de la forme am x am’ ot m et m’ sont des
entiers donc /.J C abZ. Réciproquement tout élément 2 de abZ s’écrit sous la forme

x = abm = a(bm)
oum € Z.Decefait, z € IJcarac I etbm € J.
Finalement, /.J = abZ qui est un idéal.
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2 Onposel =2Zet.J = 3Z. L’ensemble I U .J est I’ensemble des éléments divisibles
par2oupar3.Decefait,2c IUJet3 € IUJmais2+3=5¢ IU.J.Donc IU.J
n’est pas un idéal de Z car ce n’est pas un sous-groupe de (Z, +).

1 On veut montrer que /7 est un idéal. On remarque d’abord que /7 est non vide car [
est non vide et I C /T (il suffit de prendre n = 1 dans la définition de v/T).

Soit z, y dans VT, par définition il existe 7, et n, des entiers naturels non nuls tels que
"+ € I ety™ € I. On peut poser N le maximum de n, et de n, de telle sorte que aN
et y appartiennent a 1. On calcule alors a I’aide de la formule du binome de Newton

2N
(@ — )2 = Z(_l)‘zN—k (QI{V) oy 2Nk
k=0 '

Sik > N.comme 2V € I alors 2F = 2Na*~N ¢ I puisque I est un idéal. Finalement,
(3N)aky?N=F appartient a I. Par contre, si k < N alors 2N — k > N et donc, en
procédant de méme, y2N—* € I donc (2?/ aky2N-k e I.
On en déduit que tous les termes de la somme appartiennent a I, donc (2 — )2V € I
ce qui implique que (2 — y) € V/I. Done /T est un sous-groupe de (A, +).
Soit 2 € /T et a € A., il existe un entier naturel 7 non nul tel que 2" € I, dés lors, en
utilisant le fait que I est un idéal, (az)" = a"2" € I et donc ax € V/T.
Finalement, v/ est un idéal.

2 1l suffit de voir que 7 = {0} est un idéal et que N = /1.

3 Soit 2 € Z supposeé non nul. on peut décomposer = en produit de facteurs premiers :

Des lors, pour tout entier n € N*,

d
" = + Hp;m,-
i=1

On cherche des conditions pour qu’il existe un entier n tel que 18 divise 2. Comme
18 = 2 x 32, il suffit que les nombres premiers 2 et 3 apparaissent dans la factorisation
en facteurs premiers de 2 car dans ce cas, 18 divise 22. On en déduit que v/18Z = 6Z.

5. Montrer qu’une partie d’'un anneau est un idéal 29
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Faire des caicuis dans 1/nl

Soit 7 un entier strictement supérieur a 1.

Les opérations de Z permettent de définir des opérations sur I’ensemble Z/nZ des
classes de congruences modulo n. Cela signifie que si = et y sont deux classes de
congruences modulo 7 et si 21, 2o sont des représentants de x cet y;, yo des représen-
tants de y c’est-a-dire que x; est congru a z, et y; est congru a yo modulo n alors
21 + Y1 et z2 + yo ont la meéme classe de congruence modulo n. De méme z; X y; et
9 X Yo ont la méme classe.

L’ensemble Z/nZ muni des deux opérations + et x a une structure d’anneau commu-
tatif.

Soit m € Z, la classe de m est inversible dans ’anneau Z /nZ si et seulement si n et m
sont premiers entre eux. En particulier, il y a ¢(n) éléments inversibles dans I’anneau
Z/nZ ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

Dans le cas ou p est un nombre premier (et uniquement dans ce cas). (Z/pZ, +, x ) est
un corps.

Afin de faire la différence entre les éléments de Z et ceux de Z/nZ on notera pour = € Z, &

la classe de 2 dans Z/nZ de sorte que si. par exemple, n = 11, alors 3 = 25 = (—'8).

On représentera souvent une classe de Z/nZ par son unique représentant compris entre 0 et
n—1

Que faire?

Pour calculer dans Z/nZ on peut le plus souvent prendre des représentants pour les
classes, faire I’opération dans Z et prendre la classe du résultat du calcul.

EXEMPLE1 On fixe n = 14. On veut calculer f(z) = 722+ 3 pour 2 = 6. On fait le calcul
dans Z en calculant 7 x 62 +3 = 7x 2 x 3 x 6+ 3 = 14 x 18 + 3. On a donc f(2) = 3.
Pour calculer des puissances dans Z/nZ on peut utiliser le fait que le groupe ((Z/nZ)*, x)

des éléments inversibles de I’anneau Z/nZ est un groupe fini et donc, que tout élément
est d’ordre fini (divisant I’ordre du groupe d’apres le théoreme de Lagrange).
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EXEMPLE2 On fixe n = 7. On veut calculer (5)2°°°. On peut calculer les premiére puis-

sancesder = 5 :
k|1]2]3|4[5]6|
z*[|5[4]6]2|3[1]

On voit donc que 25 = 1.
Il reste alors a faire la division euclidienne de 2000 par 6 : 2000 = 333 x 6+ 2. On obtient

.,132000 ( 6)333 72 s 1 X ( )2 - 4

L’ensemble Z/nZ a n éléments. Dans le cas ou n est petit on peut essayer de faire des
calculs sur certaines, voire toutes les valeurs possibles.

Il peut étre intéressant d’utiliser le lemme chinois pour ramener les calculs dans Z/nZ a
des calculs dans Z/mZ ot m < n. Voir la fiche 7.

On considere I’équation

1

2> —6z+7=0

Montrer que pour tout a € Z/11Z. a®> # 2. En déduire que 1’équation n’a pas de
solutions dans Z/11Z.

Résoudre 1’équation dans Z/17Z.

SOLUTION

Les éléments de Z/11Z peuvent senoter {0,1,2,...,10}ou{0,1, —1,2,-2,...,5, =5}.

On calcule alors les carrés de ces éléments :

x H0|i1|i2|i3| 4|
2o 1]4]9]5]3

On voit que si a appartient a Z/11Z. a® # 2.
On procede alors a une mise sous forme canonique,

g8t T=(2-3"-047=(z-387°-2
On a finalement
2?2 —62+7=0 <= (2-3)?-2=0 < (-3)2=2

D’apres ce qui précede, cette équation n’a donc aucune solution.

6. Faire des calculs dans Z/nZ
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2 Comme ci-dessus,
2 — b+ T7T=(2—-38°-04+7=(x-8)°-2
On cherche alors dans Z/17Z les éléments a tel que a® = 2. Les éléments de Z/17Z

peuvent se noter {0,1,2,...,16} ou {0,1,—1,2,-2,...,8,-8}.
On calcule alors les carrés de ces éléments :

m||0|:!:1|:1:2|i3|:t4|:l:5|:t6|i7|:t8
20149 [16] 582|151

On a finalement

2 64 T7=0 <+ (@-32-2=0
= (x-3)>%=2
— r—-3=46

— zr=0ouz=-3=14
Exercices

EXERCICE | 6.1
On considere Z/267Z.

1 Combien il y a-t-il d’éléments inversibles dans Z/26Z?
2 Justifier que 7 est inversible et calculer son inverse dans Z/26Z.

XERCIC| m 1 On pourra utiliser I'indicatrice d’Euler.

2 On pourra chercher a calculer. aprés avoir justifié leur existence,
des entiers u et v tels que 26u + Tv = 1.

TERRRRRERE e nnnnnnennnnnnnnnn s.llll..s '.s ‘l.'clc.s TRERRRRRR e
EXERCICE | 6.1 |

1 Drapres le cours, le nombre d’éléments inversibles dans Z/nZ est ¢(n) ou ¢ est la
fonction indicatrice d Euler. Or

P(26) = (2 x13) = p(2) X p(13) =1 x 12 =12
Il y a 12 éléments inversibles dans Z/26Z.
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2 Comme 7 est premier avec 26, 7 est inversible dans Z/267Z.

On sait alors qu’il existe une relation de Bézout de la forme 26u + 7v = 1 avec u
et v dans Z. Pour les déterminer on met en place 1’algorithme d’Euclide étendu. On
commence avec les deux relations suivantes :

26x1+7x0=26 (L)
26x04+7x1="7 (L2)

Par division euclidienne, 26 = 3 x 7+ 5 ce quis’écrit aussi5 = 1 x 26 — 3 x 7. On
réalise alors la combinaison linéaire 1 x Ly — 3 x Ly et on obtient

26x1+7x(=3)=5 (L3)

Maintenant, 7 = 1 x 5 + 2 ce qui s’écrit aussi 2 = 1 x 7 — 1 x 5. On réalise alors la
combinaison linéaire 1 x Lo — 1 x Lg et on obtient

26 x (1) +7x4=2 (Ly)

En utilisant le fait que 5 = 2 x 2 + 1 ce qui s’écritaussi 1 = 1 x 5 — 2 x 2. On réalise
alors la combinaison linéaire 1 x L3 — 2 x L4 et on obtient

26 x3+7x(-11) =1 (Ls)

On en déduit, en prenant les classes de congruences modulo 26 que 7% (—11) = 1
donc (—11) = 15 est I'inverse de 7 dans Z/26Z.
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Soit n et m deux entiers premiers entre eux, I’application naturelle de Z/(nm)Z dans
Z/nZ x Z/mZ est un isomorphisme d’anneau

L application est définie en associant a la classe modulo nm d’un entier  le couple (&, 7)
ou z est la classe de  modulo n et T est la classe de  modulo m.

Que faire?

Soit n et m deux entiers premiers entre eux. on utilise souvent le théoreme chinois pour,
chercher les entiers relatifs 2 tels que

x
¥
ou a et b sont des entiers fixes.
Le théoreme chinois affirme qu’il y a toujours des solutions et que I’ensemble des solutions
est une unique classe de congruence modulo nm.
EXEMPLE 1
On cherche les entiers 2 tels que

a [n]
b [m]

{2z

I1 est clair que 7 est une solution. Comme 5 et 7 sont premiers entre eux, I’ensemble des
solutions est la classe de 7 modulo 35. On a donc

S={7+35k, keZ}

Il est important de veérifier que n et m soient premiers entre eux.
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Dans I'exemple ci-dessus, il était simple de trouver une solution particuliere, dans le cas
general, on peut commencer, en utilisant la relation de Bézout, par déterminer des entiers
a1 et oo vérifiant les systemes :

el « IR

On peut alors conclure par linéarité. Cela va étre illustré dans I’exemple ci-dessous.

0 [n]
1 [m]

1l

T
T

Deéterminer des entiers u et v tels que 22u + 13v = 1.

On cherche les entiers x tels que

4[29]
2 [13]

2 En déduire des entiers a1 et 29 tels que

zy = 1[22] s ) = 0 [22]
rp = 0 [13] Iy = 1 [13]
3 Résoudre I’équation initiale.
SOLUTION
1 On applique I’algorithme d’Euclide étendu. On sait que
22x14+13x0=22 (L1)
2x04+13x1=13 (Lo)

Par division euclidienne, 22 = 1 x 13+ 9 ce quis’écritaussi 9 =1 x 22 —1 x 13. On
réalise alors la combinaison linéaire 1 x L{ — 1 x Lo et on obtient

2x1+13x(-1)=9 (Ls)

Maintenant, 13 =1 x 9+ 4 ce quis’écritaussi4 = 1 x 13 — 1 x 9. On reéalise alors la
combinaison linéaire 1 x Lo — 1 x L3 et on obtient

22x(-1)+13x2=4 (Ly)

En utilisant le fait que 9 = 2 x 4 + 1 ce qui s’écrit aussi 1 = 1 x 9 — 2 x 4. On réalise
alors la combinaison linéaire 1 x Ly — 2 x L4 et on obtient

2 x3+13x (=5)=1 (Ls)

On peut poser u = 3 et v = —5.

7. Utiliser le théoreme chinois



2 L’égalité Ly affirme que si on pose 21 = —5 X 13 = —65 et 20 = 3 x 22 = 66 alors

x| 1[22] s J 22
Ty

0 [13] )
3 On pose maintenant & = 4 x 1 + 2 X 29 = —128. Par linéarité, c’est une solution de
notre équation.
On peut conclure en utilisant le théoréme chinois, on sait que I’ensemble des solutions

est une classe de congruence modulo 13 x 22 = 286. On en déduit que ’ensemble des
solutions est

0[22]
1[13]

11l

(1l

S ={—128 + 286k , k € Z} = {158 + 286k , k € Z}

On veut déterminer les entiers x tels que

I

[3]
[5]
7l

[

1 Justifier que le systeme considéré est équivalent au systeme

' e = 13[19
() {;1? = 4{7]]

(5)

=
I

1
3
4

2 Résoudre le systeme.

-~

m 1 Il suffit de résoudre le systeme composé des deux premieres equa-
tions. Ici, il suffit de vérifier que la solution donnée convient.

2 Il suffit d’appliquer la méthode.
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1 Comme 3 et 5 sont premiers entre eux, d’apres le théoreme chinois, il existe un élément
a dans Z (défini modulo 15) tel que

xr
x

11 suffit de veérifier que 13 est bien congru a 1 modulo 3 et a 3 modulo 5 pour conclure
que les deux systemes (.5) et (S”) sont effectivement équivalents.

3

5% < x =a[l5]

L
3

2 On applique la méthode précédente au systeme (S’). C’est possible car 15 et 7 sont
premiers entre eux. On cherche des entiers u et v tels que 15u + Tv = 1. Il n’est pas

nécessaire ici d’écrire 1’algorithme d’Euclide étendu, u = 1 et v = —2 conviennent.
On en déduit que 21 = 15 et 2o = —14 vérifient

23 = 1 [7] ot 2 = 0 [7]

r = 0 [15] Tr9 = 1 [15]
Par linéarité, 2 = 1329 + 42y = —122 vérifie le systéme (S”) et donc aussi le sys-

teme (5). Finalement I’ensemble des solutions est

{—122 4+ 105k , k € Z} = {88 + 105k , k € Z}

7. Utiliser le théoréeme chinois 37
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Montrer qu'une somme est directe ‘q/n

Soitp > 2et F,--- , Fp des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
- (Définition d’une somme directe)

P P
La somme Z Fj. est directe La décomposition de tout vecteur de Z F;.
et [’on note €B F;. sous la forme Z Uy, avec uy € Fj., est unique
k=1 k=1
On dit alors que les sous-espaces F1,--- , I, sont en somme directe.
(Caractérisation 1)
i P
P SIOE:Zuk avec up € Fy,
La somme Z Fj. est directe <= k=1
k=1
| ALORs tous les uy, sont nuls
(Caractérisation 2)
i P
P B = (%, ,%Bp)estune basede » Fj
La somme Z Fj. est directe < i ,;
kel | ou les % sont des bases de F}.

- (Caractérisation 3 - en dimension finie)
On suppose de plus que F1,-- -, F}, sont de dimension finie.

P P p
La somme Z Fj. est directe <= dim(Z Fy) = Z dim F}.
=g k=1 k=1

~ (Cas particulier important : p = 2)

La somme F} + Fy estdirecte <= FjNF,={0g}

8. Montrer qu'une somme est directe 41
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Que faire?

Pour montrer que les sous-espaces F, - - - , F}, sont en somme directe, on peut utiliser une
des méthodes suivantes :

Méthode 1 (en utilisant la caractérisation 1)

on suppose que u1 +- - -+u, = Op avec ug € Fj, pourtout k € [1. p]. puis on exploite
les proprietés des Fj, pour montrer que tous les ;. sont nuls.

Méthode 2 (en utilisant la caractérisation 2)

on commence par déterminer une base %y, de F}, pour tout k € [1, p]. puis on montre
que la famille concaténée Z = (%4, - - - . %)) estune base de la somme Fy +- - -+ F),.

Méthode 3 (en utilisant la caractérisation 3 - valable en dimension finie)
on montre que la dimension de la somme des F}, est egale a la somme des dimensions
des Fi.

Méthode 4 (uniquement si p = 2)
on montre que l'intersection F'} N F5 est nulle.
Dans le cas ou p > 3, ce résultat ne se géneéralise pas aisément (cf exercice 1).

En pratique, on privilégie les méthodes 1 et 4 pour montrer qu’une somme est directe.
La méthode 4 est illustrée dans la fiche 10 sur les sous-espaces supplémentaires.
Les methodes 1 a 3 sont comparativement illustrées dans la rubrique Exemple traité.

Exempie traité
Soit Q € K[X] non nul et p € N*. Pour tout k € [1,p], on pose Fj, = Vect(X*Q).
Montrer que les sous-espaces F1, - - - , F}, sont en somme directe.
SOLUTION

Méthode 1 (en utilisant la caractérisation 1)
Soit (R] Rp) € F] > JRX ¢ Fptelque Rl ++Rp :OK[X] (*)
Montrons que ) = --- = R}, = Ogx).

Pour tout k € [1, p]. comme Ry, € F, il existe un scalaire \; tel que R = A\p(X*Q).
On en deduit alors les équivalences suivantes :

() = M XQ+ X X2Q 4--F M XPQ = Ok(x) Q;?; MX 4+ X X24... 4 ApXP = Ogx)
K[X]
Or la famille (X*) ke[1,p] est libre, donc tous les Ay sont nuls, a fortiori les Ry aussi.

Méthode 2 (en utilisant la caractérisation 2)
Pour tout k& € [1,p], la famille %), = (X*Q) est génératrice de F}, et est libre (car
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constituée d’un seul vecteur non nul), donc est une base de F}.. Par ailleurs,
p p . ;
Y =) Vect(X*Q) = Veet((X*Q)repi o)
k=1 B=1

La famille concaténée Z = (X*Q) ke[1,p] €St géneratrice de Fy + - -+ + F), et est libre
(car constituée de polynomes non nuls de degrés échelonnés), donc est blen une base de
L5 Te ik o %

Méthode 3 (en utilisant la caractérisation 3 - valable en dimension finie)
Pour tout & € [1, p], dim Fj, = rg(X*Q) = 1 (car Q est non nul). Par ailleurs,

P P P
Y F.=) Vect(X*Q) = Vect((X*Q)jeqi ), d’ou : dim Z Fr) = rg((X*Q)reppp)
k=1 k=1 k=1

Or la famille (X*Q) ke[1,p] €St constituée de polynomes non nuls de degrés échelonnés
donc est libre, d’ou :

dim() ~ Fx) = rg((X*Q)keqi p) = Card(X*Q)reprpp) = Zdlka

>~
1M

Soit p > 3 et Fy,--- , F}, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.

1 Onsuppose que F1 N Fy = {0p}, N F3={0p}et [N F3 = {0p}.
Les sous-espaces F}, F5 et F3 sont-ils nécessairement en somme directe ?
2 Montrer I’équivalence suivante :

P k
la somme ZFk estdirecte <= Vke[l,p—1], (ZF,) N Fpy = {0p}
k=1 i=1

> I
Pour vous aider a démarrer

m 1 Considérer trois droites judicieusement choisies de £ = R*.

2 Utiliser la méthode 2 pour I'implication <.

8. Montrer qu’'une somme est directe
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1 Considérons trois droites coplanaires et deux a deux distinctes de E = R?.

F; =Vect((1,0,0)) et F,=Vect((0,1,0)) et F3=Vect((1,1,0))

Ces trois espaces sont bien deux a deux en somme directe (car d’intersection deux a
deux nulle). Par contre, ils ne sont pas en somme directe. En effet :

Ogs = (-1,0,0) + (0,-1,0) + (1,1,0)
e S > ;
e R e FR €EFs
Ainsi, des sous-espaces qui sont deux a deux d’intersection nulle ne sont pas nécessai-
rement en somme directe.

2 Montrons la double implication :

Supposons que la somme F + - - - 4 F), est directe.
Soit k € [[1,p — 1]. Montrons 1’égalité ensembliste demandée.

Cette inclusion est toujours vraie car une intersection d’espaces vectoriels est
un espace vectoriel, donc contient 1’élément neutre 0.

k
i=1

u € F k+1
On en déduit 1’égalité vectorielle suivante :

ul+...+uk+(—u)+0E+"'+0E=0E

——

eF cF, € Fk+1 (S Fk+2 (S Fp
Or la somme F + - -- + F), estdirecte, d’otuy = -+ = up = —u = Op.
En particulier, u = Op.

k
Supposons (ZF’) N Fiy1 = {0} pour tout k € [1,p — 1].
i=1
Montrons que la somme F + - - - + F}, est directe.
Soit (w1, ,up) € F1 X --- X Fptel que ug + -+ -+ up = Op.
On a alors 1’équivalence suivante :

U+t up=0g<=ur+- -+ up 1= —1U
~~ =z Nemngymes?
€F1+"'+Fp_1 GFp

Douuy + -+ up_1 = —up € (F1 +--- 4+ Fp_1) N F}, = {0}, et on en déduit
alors que uy + -+ -+ up_1 = up = 0p.

Sachant que uy +---4+up_1 =O0get (Fy+---+ Fp_2)NF,_1 = {Og}, on montre
par un raisonnement analogue au précedent que u,_; = Op.

De proche en proche, on montre que tous les uj sont nuls.

Ainsi, on a bien montré 1’équivalence souhaitée.

Algebre linéaire



Montrer que des sous-espaces a
sont suppiémentaires 7,

9,0,
\ o
|

en dimension queiconque -

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E (avec K = R ou C).
- (Définition de la supplémentarité)

[ F et G sont supplémentaires dans E' |

)

FE = F & G, c’est-a-dire tout vecteur u € F

se décompose de maniere unique comme la somme

d’un vecteur up de F et d’un vecteur u¢ de G Figure illustrative

On dit aussi que F est supplémentaire de G dans E ou que G est supplémen-
taire de F' dans E.

(Caractérisation de la supplémentarité)

garantit | 'existence
EFE=F+G “~  d’une décomposition
E=FG &
FNG= {OE} <. garantit son unicité
sous réserve d’existence

- (Supplémentarité des éléments caractéristiques d’un projecteur/d’une symétrie)
Soit p et s des endomorphismes de E.

S1 p est un projecteur de E, aLors :  E = Ker(p) & Im(p).
S1 s est une symétrie de E, aLors: E = Ker(s —Idg) @ Ker(s + Idg).

9. Montrer que des sous-espaces sont supplémentaires en dimension quelconque
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Que faire?

Pour montrer que £ = F'& G en dimension quelconque, on peut suivre une des méthodes
suivantes énoncées par ordre de praticité :

Méthode 1 (en utilisant la définition)
on procede par analyse-synthése dont on rappelle le principe et la rédaction :

- Analyse (on suppose I’existence d’une décomposition et on montre [ 'unicité).
Soit u € E. On suppose que u = up + uqg avec up € Fetug € G.

Raisonnement qui aboutit
a un unique couple (up,ug)

A l’issue de I’analyse, on trouve un unique couple (up, u) qui est CANDIDAT SOLU-
TION pour une telle décomposition.

- Synthese (on montre I ’existence d’une décomposition).

On verifie que ['unique couple candidat solution trouve est bien solution, c¢’est-a-dire
up € F,ug € Getup +ug = u.

Méthode 2 (en utilisant la caractérisation)
on intuite I’existence d’une décomposition de v € E comme somme d’un vecteur up
de F et d’un vecteur u¢; de G, puis on montre |'unicité de cette décomposition en
montrant que ' NG = {0}, toute la difficulté résidant alors dans I’intuition de cette
décomposition.
Méthode 3 (en utilisant les propriétés des projecteurs et symétries)
on montre que F' et G sont les éléments caractéristiques d’un certain projecteur p ou
d’une certaine symeétrie s a intuiter, toute la difficulté résidant alors dans |’intuition du
projecteur ou de la symeétrie.
EXEMPLE1 Soit n € N*. Montrer que 4, (K) = #,(K) & o, (K).

SOLUTION
Posons E = #,(K), F = #,(K) et G = o, (K).
On considere I’application s : E' — E définie par :

VM e E, s(M) = M"*

On montre aisément que s est un endomorphisme de E et s> = Idg. Donc s est une
symetrie de E, et on deéduit alors que :

E =Ker(s —Idg) @ Ker(s + Idg)
Or on a les égalités ensemblistes suivantes :
Ker(s —Idp) ={M € E, (s—ldg)(M)=0p}={M e E, M'!=M}=F
Ker(s+I1dp) ={M € E, (s+1dp)(M)=0p}={MeE, M'=-M}=G

Ainsi, on a bien montré que £ = F & G.
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Ne pas hésiter a identifier les espaces E, F' et G qui entrent en jeu et a préciser la nature
des objets manipulés (uplets, polynomes, matrices, etc. . .).

Les méthodes présentées dans cette fiche sont valables en dimension quelconque, a fortiori
en dimension finie.

On note respectivement & et . les sous-espaces vectoriels des fonctions paires et impaires
de #(R,R). Montrer que #(R,R) =X ¢ .¥.

SOLUTION
Soit f : R — RR. Montrons que f se décompose de maniere unique sous la forme :

f=g+h avec g paire et h impaire

Analyse. Supposons qu’il existe un couple (g, i) solution, c’est-a-dire vérifiant :

g est paire VxeR, g(—2) = g(=) (7)
h est impaire , c’est-a-dire : VxeR, h(-2) = -—h(z) (i)
f=g+h vVreR, f(z) = g(z)+h(z) (i)

Cherchons des conditions nécessaires sur le couple (g, ).
Soit 2 € R. Cherchons des conditions nécessaires sur le couple (g(z), h(z)).
On a en particulier le systeme suivant :

{ f() = g(z)+ h(z) i { f(z) = g(z)+ h(z)

( f(=2) = g(—=2)+h(—2)  par(i)et(ii) f(=z) = g(z)— h(z)
o (iei flz) = g(z)+ h(z)

ke PR { fl@)+ f(-z) = 29(2)
hlz) = f(z) — f(-=) ces expressions dé-

2 ferminent un unique
f(x) + f(=2) | couple (g,h)
g(x) = 5

il existe un couple (g, h) solution du probléme, nécessairement il est unique
et est compose des fonctions g et /i définies par :

Apres calculs, on en déduit : Vo € R,

g:|R — R b
f(@)+ f(=z) et
2

R — R

v — gla)=

9. Montrer que des sous-espaces sont supplémentaires en dimension quelconque
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Syntheése. Vérifions que le couple (g, i) obtenu a I'issue de 1’analyse est bien solution du
g est paire (')
probléme, c’est-a-dire vérifie : h est impaire (ii')
f=g+h (iii)
La condition (i’) est bien vérifiée, en effet :
f(=z) + f(2)

Vz € R, g(—2) = 5 = g(z)

La condition (ii") est bien vérifiée, en effet :

vz € R, h(—z) = f(—-T)2— f@) __ f(=) —2f(~a‘) — ()

La condition (iii") est bien vérifiée, en effet :

Vz € R, g(x)+ h(z) = f(z) +2f(——;1'.) " f(x) —~2f(~:r,) - (@)

Ainsi, on a bien montré que # (R,R) = Z & 4.

On considére les sous-espaces vectoriels suivants de £ = R? :

Prtes {(m.y.z) eER® 24+y+22= 0} et G = Vect((—1,-2,1)).

Montrer que £ = F & G.
2 En déduire I"expression du projecteur p sur F' parallelement a GG.

Tr(A
1 Soitn € N*. Simplifier r7(2 )I,, + (A — TriA)In) pour tout A € 4, (R).

2 En déduire que .4, (R) = Vect(I,) & Ker(Tr).

Pour vous aider a démarrer

m 1 Faire un raisonnement par analyse-synthese.

2 Onrappelle que p est défini par :

Yu=up+ug € E, p(u) =up
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1 Trivial.

2 Apres avoir remarqué que :

Tr(A)In € Vect(I,) et A-— L o)

I, € Ker(Tr)
n n

quelle égalité ensembliste peut-on en déduire ?

1

Analyse. Soit u = (2,y,2) € E. Supposons qu’il existe (up,uq) € F x G tel que
u = up + u¢. Montrons que cette décomposition est unique.
Comme up € F, il existe des réels 2/, 3/ et 2/ tels que up = (z
2 +y +2=0.

Comme u¢ € G, il existe un réel A tel que ug = (—A, =2\, A).
Pour montrer I'unicité de cette décomposition, il suffit de montrer que up et ug
s’expriment de maniére unique en fonction de u, ce qui revient a montrer que 2/, v/,
2 et A s’expriment de maniére unique en fonction de , y et 2.

Or I’égalitée u = up + uq permet d’écrire les équivalences suivantes :

.y, 2") et vérifiant

=1z —\ =x+ A = —y—22
y=9y —2\ v =y+2\ Yy =20 —y—4z
z2=2'+A TFY =g =\ Z=z+y+32
+y +22'=0 (z+N)+@W+220)+2(2—-2)=0 A=—2—y—22

Donc 2/, ¢/, 2’ et A s’expriment bien de maniére unique en fonction de z, y et 2.
Sous reserve d’existence d’une décomposition de © comme somme d’un vecteur de
F et d’un vecteur de GG, on a montreé que la décomposition est unique.

Synthése. Soit u = (x,y,2) € E. Montrons qu’il existe (up,ug) € F x G tel que
U =uf + ug.
En considérant les résultats trouveés lors de I’analyse, posons :

up=(—y—22,—2r—y—4z,x+y+32) et ug=(r+y+222r+2y+42,—x—y—22)

Il reste alors a vérifier que up € F,ug € G etup + ug = u.
Ces trois vérifications sont aisées et laissées au lecteur.

Ainsi, on a bien montré que £ = F & G.
2 Le projecteur sur F parallelement a GG est défini par :

V(z,y,2) € E, p(x,y,2) = (—y —22,2x —y—4z,2+ y + 32)
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1 Soit A € #,(R). Calculons :

LLIC A (A = Tr(A)In) = A

n

Mu(R) = Vect(I,) + Ker(Tr) (i)
Vect(I) NKer(Tr) = {On} (i)

Pour montrer la premiere égalité ensembliste (), on montre la double inclusion :

2 Il suffit de montrer que {

Cette inclusion est toujours vraie car une somme de sous-espaces de .7, (R) est
un sous-espace de .#,(R).

Cette inclusion est une conséquence immédiate de la question 1.
En effet, on y a montré que :

n n
N, e’ “ J

~

cKer(Tr) (*)

VAc MoR), A=A o (A . TI(A)In)

eVect(In)

Sachant que la trace est linéaire, justifions (*) :

Tr (A — TrflA) In) =Tr(A) — Tl‘f;4) Tr(In) = Og

=n

Pour montrer la seconde égalité ensembliste (7i), on montre la double inclusion :

Cette inclusion est toujours vraie car une intersection d’espaces vectoriels est
un espace vectoriel, donc contient I’élément neutre O,,.

A € Vect(I) { FIAER, A= AT,

C | Soit A € Vect(l,) NKer(Tr) i.e.
l i { A € Kex(Tr) Tr(A) = Og

Montrons que A = O,,.
On a les déductions suivantes :

Tr(A) = 0
r( ) » car A = Aln
dou: Tr (/\I n) — 0]12 car la trace est linéaire
etTr(l,)=n
d’ou: Axn = 0O
carn # 0
d’ou: A = O

On en déduit alors que A = A\, = Op x I, = O,.
Ainsi, on a bien montré que .4, (R) = Vect(I,) & Ker(Tr).

Algebre linéaire



Montrer que des sous-espaces a
sont suppiémentaires 7,

9,0,
\ o
|

enl dimension finie -

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E' de dimension finie
(K désignant R ou C).

(Caractérisation de la supplémentarité 1)

dim £ = dim F' + dim G dim £ = dim F + dim G
E=FPaG
. FNG={0g} . F+G=F
la plus utile rarement utilisée

(Caractérisation de la supplémentarité 2)

la famille & = (A, Bc) est une base de E,
E=F &G <= | ouHBr et B désignent des bases respectives
quelconques de F et de G

Que faire?

Pour montrer que £ = F & G en dimension finie, on peut suivre une des meéthodes
suivantes :

Meéthode 1 (en utilisant la caractérisation 1) :
on montre une égalité de dimensions, a savoir dim £ = dim F'+dim G, et une inclusion
ensembliste, a savoir F' N G C {0g} (I’autre inclusion étant toujours vraie).

Méthode 2 (en utilisant la caractérisation 2) :

on détermine une base A de F et une base #A; de G, puis on montre que la famille
concaténée X = (B, Bc) est une base de E.

En fait, cette méthode n’est pas spécifique a la dimension finie, cependant elle est sou-
vent utilisée dans ce contexte-la.

Ces deux meéthodes sont comparativement illustrées a travers 1’exercice 1 de cette fiche.
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En incluant les méthodes de la fiche précédente, I’abondance des méthodes pour montrer
la supplémentarité peut dérouter. Il est bon de privilégier la méthode 1 de la présente fiche.

Lorsque F' et GG sont des images ou des noyaux d’application linéaire, il peut-étre utile de
penser au théoreme du rang pour etablir une égalité de dimensions.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E) tel que f* = f.
Montrer que E = Ker(f) @& Im(f).

SOLUTION

Montrons que E = Ker(f) & Im(f) i.e. { E = dim(Ker(f)) +dim(Im(f)) (%)

Ker(f) NIm(f) = {0z} (i7)
L’égalité des dimensions (i) est assurée par le théoreme du rang appliqué a f dont I’espace
de départ E est de dimension finie.

Pour montrer 1’égalité ensembliste (i7), on montre la double inclusion :

Cette inclusion est toujours vraie car une intersection d’espaces vectoriels est un
espace vectoriel, donc contient I’élément neutre Op.

u € Im(f) ' € E, u= f(u)

Soit u € Ker(f) NIm(f) i.e. ie.
u € Ker(f) f(u) =0g

Montrons que u = 0.

On a les déductions suivantes :

v = f)
‘ ‘ en composant par f2
dou: f2u) = f3) car u € Ker(f) C Ker( f)2? et
. 2=
ou : 0p = 4
d ou E f('ll ) T f(u')
dou : Op = u

Ainsi, on a bien montré que E = Ker(f) & Im(f).

On considére les sous-espaces vectoriels suivants de £ = R? :

F={(z,y,2) eR® 2+y+22=0} et G=Vect((—1,-2,1)).

1 Montrer que E = F & G a ’aide de la méthode 1.
2 Montrer que £ = F' & G al’aide de la méthode 2.

Algebre linéaire



3 Comparer au raisonnement par analyse-synthése effectué dans 1’exercice 1 de la fiche 9.
Quels sont les avantage(s) et inconvénient(s) du raisonnement par analyse-synthese ?

Soit n > 2. Montrer que #,(K) = #,(K) & 9, (K).

Si besoin, commencer par déterminer une base de .7}, (K) et une base de
oy, (K) dans le cas oun = 2.

EXERCICE 10.1

dimE = dim F +dim G (i)

1 Montrons que £ = F & G i.e. 3
FNG={0g} (i)

PBe = ((—1,—-2,1)) est génératrice de G et est libre (car constituée dun seul vecteur
non nul), donc est une base de G. Ainsi, dim G = Card(%4;) = 1.
Par ailleurs, on a les égalités ensemblistes suivantes :

F={(z,y,2) €R? 2= —y—22} = Vect((-1,1,0), (-2,0,1))

PBr = ((—1,1,0),(—2,0, 1)) est génératrice de F et est libre (car constituée de deux
vecteurs non colinéaires), donc est une base de F. Ainsi, dimF = Card(%p) = 2.
Sachant que dim E' = 3, I’égalité des dimensions () est bien vérifiée.

Pour montrer 1’égalité ensembliste (i7), on montre la double inclusion :

Cette inclusion est toujours vraie car une intersection de sous-espaces vectoriels
est un espace vectoriel, donc contient I’élément neutre Op.

ueF r+y+22=0

Soitu = (z,y, 2) anGi.e.{ wec ] MeR, u(:)(—)\,—2,\,/\) :

Montrons que u = Op.
On a les déductions suivantes :

r+y+22=0g =(>) (=A) 4 (=2)) +2()) = 0r = A =0g
par (x

On en déduit alors que u = Op.

Ainsi, on a bien montré que £ = F' & G.
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2 Montrons que E = F & G i.e. B = (Br, Bc) est une base de E.
Card(#) =dim E (i)
A est libre (i7)

Les bases # et #; sont celles déterminées a la question précédente, et la condition
(i) est bien vérifiee.

I1 suffit alors de montrer que {

Il reste a vérifier la condition (i1).

Soit (A1, A2, A3) € R*tel que A\1(—1,1,0)+X2(—=2,0,1)+A3(=1,-2,1) = 0p (%).
Montrons que A\; = A9 = A3 = 0.

On a les équivalences suivantes :

—/\1 — 2/\2 - A3 = 0

(%) = A1 — 23 =0

A2+ A3 = 0

A1 — 2\ — A3 = 0

-~ — 2% — 3 = 0

Lo+ Lo+14 /\2 = /\3 = 0
i — g — Xz = B M o= 0
— — 2)\2 — 33 = 0 = A = 0
L3+2L3+L2 — X =0 A3 = 0

Ainsi, on a bien montré que £ = F & G.

3 Le raisonnement par analyse-synthese est nettement plus long a rédiger en regle géné-
rale. Cependant, il permet d’en déduire aisément I’expression des projecteurs et syme-
tries d’éléments caractéristiques F' et G.

Montrons que .4, (K) = .%,(K) & o, (K) i.e. { dim (4, (K)) = dim(F(K)) + dim(e7,(K)) ()

n(K) N (K) = {On} (i)

La famille (E;j + Eji)1<i<j<n est une base de %, (K), d’ou dim(.%,(K)) = n(n+1)/2.
La famille (E;; — Eji)1<i<j<n estune base de <7, (K), d’ou dim(#,(K)) = n(n—1)/2.

On en déduit alors :

nn+1) n(n-1)
2 * 2

Cette inclusion est toujours vraie car une intersection d’espaces vectoriels est un
espace vectoriel, donc contient I’élément neutre O,,.

Soit M € .7, (K) N 4,(K). Montrons que M = O,,.
On a les équivalences suivantes :

Me LK) NAHK) <= [MT=M i1 MT=-M]<=M=0,
Ainsi, on a bien montré que .#,(K) = .%,(K) & o, (K).

dim(#,(K)) + dim(#,(K)) = = n* = dim(4,(K))

Algebre linéaire
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Caicuier un poiynome caractéristique ‘q/

Il
!

s .

Dans cette fiche, K désigne le corps R ou le corps C et E'un K-espace vectoriel de dimension
finie.

Si A est une matrice carrée de M, (K). La fonction définie sur K par 2 ~— det(2,,— A)
est polynomiale. On la note x 4 et on I’appelle le polynome caractéristique de A. C’est
un polynome unitaire de degré n
Soit # un endomorphisme de E. On définit de méme le polynome caractéristique de
u noté x, comme la fonction définie sur K par x, :  — det(zIgp —u). C’est un
polynome unitaire de degré égal a la dimension de E.
Si A est la matrice de u dans une base de F alors y, = x 4.
Le polynome caractéristique d’un endomorphisme « (ou d’une matrice carrée A) sert en
particulier a en déterminer le spectre. En effet le spectre de u (ou de A) est exactement
I’ensemble des racines de x, (ou x4).

Que faire?

Le calcul du polynome caractéristique d’une matrice A se ramene la plupart des temps
au simple calcul du déterminant det(2/,, — A). Dans le cas d’un endomorphisme u, on
commencera souvent par écrire la matrice de u dans un base bien choisie

-6 2 5
EXEMPLET On considére la matrice A = —2 2 1 |.On veut calculer son poly-
-11 3 9
nome caractéristique x 4. Pour 2 € K,
r+6 —2 -5
xa(z) =det(zlz—A) = 2 zz-2 -1
11 -3 z-9

En utilisant la formule d’un déterminant de taille 3. on obtient apres développement
xa(@) =23 —522 + 82— 4= (2 —1)(z — 2)%.

On en déduit que les valeurs propres de A sont 1 et 2; la premieére est de multiplicité 1 et
la deuxieme de multiplicite 2.

11. Calculer un polynéme caractéristique 57
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Dans la plupart des cas. on calcule le polynome caractéristique pour en déduire les valeurs
propres mais, plus rarement, on peut proceder dans I’autre sens. Si on sait que A est une
valeur propre d’un endomorphisme u (ou d’une matrice A) et que de plus le sous-espace
propre associé¢ est de dimension . on en déduit que A est une valeur propre de multiplicité
au moins 7 et que, de ce fait. (X — A\)" divise x,, (ou x 4).

EXEMPLE2 Soit A la matrice de M,,(K) dont tous les coefficients sont égaux a 1 :

1 e 1
A=] :
1 1
ou n est supposé supérieur ou égal a 2.
1
On note X = : € My 1(K).
1

On remarque pour commencer que c¢’est une matrice de rang 1 car son image est le sous-
espace vectoriel engendré par le vecteur colonne X. De ce fait. le noyau de A (qui est
aussi le sous-espace propre associé a la valeur propre 0) est de dimension n — 1 d’apres
le théoreme du rang. On en deduit que 0 est une valeur propre de multiplicité au moins
n — 1 et, de ce fait, que X! divise y 4.

On remarque de plus que AX = nX. Cela implique que X est un vecteur propre pour la
valeur propre n c’est-a-dire que n est une valeur propre de multiplicité au moins 1 de A.
Par conséquence, X — n divise x 4.

Finalement, comme x 4 est unitaire et de degré n, x4 = X X —n)= XP—nX",

Dans le cas d’une matrice A de M,,(C). Le coefficient constant de x 4 (qui vaut x 4(0))
est égal a (—1)" det(A). D autre part, le coefficient d’ordre n — 1 est égal a I’opposé de
la trace de A. On a donc

xa(X) = X® — Tr(A) X" 1 4 .-« 4+ (—1)" det(A)

Cela permet en particulier de veérifier ses calculs.

Quand on recherche le polynome caractéristique d’une matrice A, on peut commencer
par déterminer une matrice I3 semblable a A car deux matrices semblables ont le méme
polynome caractéristique. En effet, si P € GL,(K) vérifie B = P~'AP, alors pour
z €K,

xB(z) = det(z, — B) = det(zI, — P"'AP) = det(P~!(2I, — A)P)
Par multiplicativité du déterminant,

xB(z) = det(P~Y)x () det(P) = xa(z)

Reduction des endomorphismes



Exempie traité

Soit ag, ay, as des éléments de K, calculer le polynome caractéristique de la matrice

0 0 —ay
A= 1 0 —a)
0 1 —ao
SOLUTION
Pourz € K
T 0 ag . . ‘
det(zl, —A)=| -1 =z aj = 22(2 + ag) + ap + a1z = 2 + a22® + a1z + ag
0 -1 xz+4as
Ce calcul sera généralisé a I’exercice 3.
Exercices

Soit A € EC). On suppose que A est inversible
1 Montrer que pour 2 # 0, x 41 (z) = det(A_l)(—a?)"XA(%).
2 En déduire que si on pose x4 (X) = }i)aiXi alors x 4-1(X) = f:obiXi ou,
i= f=
pour tout 7 € [0,n], b; = 1 Qn—i.

det(A
E 112

Soit n un entier naturel non nul. on pose

~—"

(0 1 0o --- 0

i R &, R

Ap = 0 0
\0 e 0 1 0

On note alors P, le polynome caractéristique de A,,.
1 Calculer Py, P et Ps.
2 Montrer que pour x € Ketn > 2, Py(z) = 2Pr—1(2) — Po—2(2).

11. Calculer un polynéme caractéristique
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si 1 impair
s1 . pair

[S1H]

s : 0
3 En déduire que pour tout entier naturel non nul n, det(A,) = { (

Soit ag, ay, ..., a,_1 des ¢léments de K. Calculer le polynome caractéristique de la matrice
( G s« s 0 =—as \
3 s : :

A=1

~13

2 i 0 —Ap—2
\ 8 w5 0 1 =8y
Pour vous aider a démarrer

_ m 1 Ecrire la définition de y 41 (x) et factoriser par A"
n .
2 Commencer par montrer que si 2 # 0, x4-1(2) = > b;2" ou les
i=0

b; sont les scalaires définis dans I’énonce.

|_‘ m 1 1l suffit de faire le calcul

2 On pourra développer le déterminant définissant x 4, () par rap-
port a la premiere colonne.

3 Appliquer la relation précédente pour 2 = 0.

On pourra développer det(21,, — A) selon la derniére colonne.

TR mm . . . . TEERR R
::'v;"..;'.“ nrc
EXERCICE
el

1 Soita #0,

Xa-1(z) = det(zl, — A~') = det(A ' (zA — I,,)) = det(A~!) det(zA — I,,)

On factorisant alors par —a, on obtient finalement,

Xa-1(z) = det(A™")(—z)" det (%In — A) = det(A™")(—2)"x (l)

2

Reduction des endomorphismes



n .
2 Onpose xa(X)= > a; X" et on obtient pour 2 # 0 :
i=0

—1)n :
Xa-1(2) = det(A Za, — ( ) asz™?

car det(A™1) = detzA).

n .

En réindexant la somme en posant j =n —i,ona x 4-1(z) = > bja’
; (=1)"

oub; = ———an_i.

T det(A)

n .
Comme les fonctions polynomiales x 41 et ) b; X7 coincident sur un ensemble infini
7=0
(elles coincident sur K \ {0}), elles sont égales.

1 On fait le calcul et on obtient, P (X) = X, Po(X) = X2 —let P3(X) = X* — 2X.

2  On développe le déterminant det(z/,, — A) selon la premiere colonne et on obtient

P,(z) = A1 — (—1)A,, ou A; est le mineur relatif au coefficient de la ligne i de la
premiére colonne. Il est évident que Ay = P, (), il reste a calculer As. Ona

< B e wew wew )
-1 2 -1 0 --- 0
% 0
= 0
; o e =]
O w0 sos W =% @
En développant selon la premiere ligne, il apparait que Ay = —PF,,_o(2). Finalement,

Pn(ZL) — Il’Pn_l(.’l?) = Pn_g(:L‘).
3  Soit 7 un entier naturel non nul, P,(0) = x4,,(0) = det(—A,) = (—1)"de (An) O'

1
la suite (P, (0))n>1 vérifie, d’ aples les questions précédentes, P;(0) = 0, P»(0) =
et pour tout entier n > 3, P,(0) = —F,,_2(0).

On en déduit (par une récurrence immeédiate) que si n est impair, P, (0) = 0 et que si
n = 2k est pair, P, (0) = (—1)¥1P(0) = (-1)*.
En utilisant la relation liant P, (0) a det(A,,),

_fe s1 71 1mpair
det(An) _{ (=1)%  sin pair
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Pour 2z € K.

xa(z) =det(zl, — A)=| o

. o - T an—2
0O -~ 0 -1 x24+a,
En developpant selon la derniere colonne. on a alors
xa@ = (1) lagAo+ -+ (1) la,_2An_2+ (1) (z + an_1)An_1
n—2
— Z(—l)n+i+laiAi + (T + an—l)An—l
i=0

ou A; est le mineur obtenu en supprimant la derniére colonne et la (i + 1)-éme ligne. On

. A O . o
remarque alors que pour i € [0,n—1], A; = 0o B |-°u A est un bloc de taille i
triangulaire inférieur avec des 2 sur la diagonale et B est un bloc de taille n—1—i triangulaire
supérieur avec des —1 sur la diagonale. Par exemple pourn =5eti =2ona

z 0] 0 0
-1 2| 0 0
Be=|—0 011 =
0 0 -1
On en déduit que A; = (—1)"" 1“2 et donc
n_2 . . -
XA(T) — Z(_1)7l+1+1(_1)n—1—zaiT1+($+an_l)mn—l
i=0
n—2

= E a;xt + 2" + ap_12™ !
i=0

= 2"+ a, 12"+ .-tz +ap

Reduction des endomorphismes



Déterminer le spectre
d’'une matrice carrée sans

le polynome caractéristique

Guand on ne sait pas!
La notation K désigne R ou C.

Soit A € M, (K) et A € K. Si A est une matrice triangulaire, ses valeurs propres se
lisent sur sa diagonale.

1 2 3
EXEMPLET Soit7'= {0 1 1 |, on lit sur la matrice que son spectre vaut {1, 2}.
00 2

Soit A € M, (K) et A € K. Le nombre A est une valeur propre de A si et seulement si
Rg(A—AI) < n.
L’entier dim ker(A — AI) est la dimension du sous-espace propre associé a A.

EXEMPLE 2
301

Soit A= [0 3 0|.Rg(A—2I) =2 < 3 donc 2 est une valeur propre de A, son
1 0 3

sous-espace propre associé est de dimension 1. On peut vérifier par cette méthode que 3
est également une valeur propre de A.

Soit A € M, (K) et A € K. Le nombre A est une valeur propre de A si, et seulement
si, il existe X € M, 1(K). X # 0, tel que AX = A\X.

EXEMPLE 3

Soit U = G }) et X = (}), UX = 2X donc 2 est une valeur propre de U.

Que faire?

Soit A € M,,(K). Pour déterminer les valeurs propres de A sans en calculer le polynome
caractéristique, on essaie de répondre aux questions suivantes :

A est-elle diagonale ou triangulaire ? Dans ce cas, les valeurs sur sa diagonale sont les
valeurs propres de A.

12. Déterminer le spectre d'une matrice carrée sans le polynéme caractéristique 63
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Rg(A) < n? Dans ce cas, 0 est une valeur propre de A.

Pour chacune des lignes de A. on calcule la somme des coefficients de cette ligne. Le
résultat est-il constant de valeur A ? Dans ce cas, A est une valeur propre de A et un
vecteur propre associé est le vecteur dont tous les coefficients valent 1.

EXEMPLE 4
a1 12 12
Soit A = (1/4 3/4>
La somme des coefficients de la premiere ligne vaut 1/2+1/2 = 1: la somme de ceux de
la seconde vaut 1/4 + 3/4 = 1. Ces deux valeurs sont égales donc leur valeur commune

. 1
1 est une valeur propre, et un vecteur propre associe est <1)

Si I’on soupgonne que A est une valeur propre de A. on peut le vérifier en calculant la
valeur de det(A — AJ). Si le résultat vaut 0 alors A est effectivement une valeur propre de
A.

Lorsqu’il ne reste plus qu’une seule valeur propre a trouver. il est bon de calculer la trace
de A. En effet, ce nombre est égal a la somme de toutes les valeurs propres, comptées
avec multiplicité, et permet donc de déterminer la derniere.

Exempie traité
1 =1 ©
SoitA=1-1 1 1
0 0 3

Déterminer le spectre de A sans calculer son polynome caractéristique. Est-elle diagonali-
sable ?

SOLUTION
On remarque tout d’abord que Rg(A) = 2, en effet la seconde colonne est I’opposée de la
premiere, donc 0 est une valeur propre de A. De méme,

=9 —1 0
A-3I=[-1 -2 1| = Rg(A-3I)=2
0 0 0

car la troisieme ligne est nulle. Ainsi 3 est également une valeur propre de A.

Il ne nous reste qu'une valeur propre A a déterminer. On calcule alors la trace de A de deux
facons. D une part, la trace est la somme des coefficients diagonaux de A donc Tr(A) = 5.
D’autre part. ¢’est également la somme des valeurs propres de A (éventuellement comptées
avec leur multiplicité) donc Tr(A) = 0 + 3 + A. Par identification, il vient que A = 2.
Finalement Sp(A) = {0, 2, 3}.

Reduction des endomorphismes



Le spectre de A est donc constitué de 3 valeurs propres distinctes et comme il y a autant de
valeurs propres distinctes que la taille de la matrice, A est donc diagonalisable.

Exercices
0L
EX] soitA= % g % g . Etudier la diagonalisabilité de A.
4 4 44

2D Source : ENSEA PC

, Soitn > 2. a,b € R et M la matrice de M,,(R). définie par :

a b b

b a b
M = e

b b a

1 Déterminer les valeurs propres de M et montrer que M est diagonalisable.

2 Calculer M2. En déduire que M 2 s’exprime sous la forme aM + 31 ou «v et 3 sont des
constantes réelles a déterminer et / désigne la matrice identité de M, (R).

3 Pour quelles valeurs de a et de b, M est-elle inversible ? Dans ces cas, déterminer M ~!.

2 Source : TPE EIVP PSI

’ Remarquer que la matrice A est de rang 1 et considérer sa trace.

m 1 Considérer le rang de la matrice M — (a — b)[.
2 Introduire la matrice .J dont tous les coefficients valent 1. Vérifier
que J? = n.J et déterminer M en fonction de .J et de 1.

3 La premiere question permet de déterminer dans quels cas 0 est
une valeur propre. La seconde permet de déterminer I'inverse de
M comme polynome en M et /.

12. Déterminer le spectre d 'une matrice carrée sans le polynome caractéristique
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EXERCIC m De Rg(A) = 1 on déduit que 0 est une valeur propre de A et que la
dunensmn du sous-espace propre associé vaut 3 ce qui mlphque que la multiplicité de 0
comme racine du polynome caractéristique de A vaut au moins 3. Comme le polynome
caractéristique de A est de degré 4, il nous manque au plus une racine dont la multiplicité
vaudrait au plus 1. On calcule donc la trace de A de deux fagons en notant A la valeur propre
recherchée. On a alors 10 = Tr(A) = 0+ 0+ 0+ A. On en déduit donc que A = 10 est une
valeur propre de A.

En résumé, Sp(A) = {0,10}. dimker(A — 07) + dimker(A — 10I) = 3 + 1 = dim R* par
suite A est diagonalisable.

= ? =
Io vl [ ad
\ L

1 Onremarque que M est une matrice symeétrique reelle, elle est donc diagonalisable en
base orthonormeée d’apres le théoreme spectral.

D’une part, Rg (M — (a —b)I) = 1 donc a — b est une valeur propre de M et la
dimension du sous-espace propre associé vaut n — 1.

D’autre part, comme M est diagonalisable et non scalaire, elle posséde une seconde
valeur propre que I’on note A dans la suite. La dimension du sous-espace propre associé
a A vaut 1. En calculant la trace de M de deux facons, d’une part Tr(M') = na, d’autre
part, Tr(M) = (n — 1)(a — b) + A donc

A=na—(n—1)(a—b)=a+ (n—1)b.

2 Enposant .J la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. on a

M =bJ + (a—b)I

Par ailleurs, J? = n.J. et. comme J x I = I x .J. on peut appliquer le binome de
Newton :

M? =b%J% 4+ 2b(a — b)J + (a — b)*I
= (nb+2(a — b)) bJ + (a — b)*I
= (nb+2(a — b)) (M — (a—b)I) + (a — b)?I
=(nb+2(a—b))M —(a—>b)(nb+2(a—b)— (a—0b)) I
=2a+n—-2)b)M — (a—0b)(a+ (n—1)b)I

donca=2a+ (n—2)bet3=—(a—>b)(a+ (n—1)b).
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3 M est inversible si, et seulement si, 0 ¢ Sp(M) donc si, et seulement si, a # b et
a# —(n—1)b.
Sous ces conditions, (a + (n — 1)b) (a — b) # 0 et le résultat de la question 2 donne

o |

M 15 65

(M —(2a+(n—2)b)I)=1

ce qui permet de conclure que M ! = (a+(n:1)lb)(a—b) (M - (2a+ (n —2)b) I).

12. Déterminer le spectre d'une matrice carrée sans le polynéme caractéristique 67
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2 Montrer qu'un sous espace vectoriel

L est stabie par un endomorphisme

Dans cette fiche K désigne le corps R ou le corps C et E' un K-espace vectoriel de dimension
finie.

Soit # un endomorphisme de E et ' un sous-espace vectoriel de E.

On dit que F est stable par u si u(F') C F. On dit aussi que F' est u-stable.
Si F est un sous-espace vectoriel stable par u on peut alors définir I’endomorphisme
induit par u sur F, noté u . C’est I'endomorphisme de F* défini par

yrp: F - F
r — u(x)

Que faire?

On s’intéresse aux sous-espaces vectoriels stables car on peut alors définir I’endomorphisme
induit. En effet si F' est un sous-espace vectoriel de £, qui ne serait pas stable par u alors la
restriction de u a F serait défini de F" dans E (ou u(F')) mais pas dans F et ne serait donc
pas un endomorphisme.

Pour montrer qu’un sous-espace vectoriel F' est stable par un endomorphisme u. on peut
directement montrer que les images par u de tous les vecteurs de F' appartiennent a F.
Le plus souvent, on se contente de montrer que c’est les cas pour tous les vecteurs d’une
base de F' ce qui permet de conclure en utilisant la stabilité des sous-espaces vectoriels
par combinaison linéaire.

EXEMPLE1 Soit u : R? — R? dont la matrice dans la base canonique est

2 2 3
A= 0 -1 -2
-1 0 0

Soit H = {(z,y,2) € R*, 2 +y + 2 = 0}. Montrons que H est stable par u.

On détermine une base de H. On sait que H est un hyperplan de R?, il est donc de di-
mension 2. Pour déterminer une base, il suffit de considérer deux vecteurs de H qui ne
soient pas colinéaires. On pose v; = (1,—1,0). vo = (0,1, —1).
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On calcule u(v; ) et u(vo) en faisant les produits :

2 2 3 1 0
0 -1 -2 -1 | = 1
-1 0 0 0 -1
et
2 2 3 0 -1
0 -1 -2 1 = i
-1 0 0 -1 0
On voit donc que u(vy) = vg et u(vy) = —vy. De ce fait H est stable par w.

Si F' est un sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme u. on s’intéresse souvent
a l’étude de I’endomorphisme induit par u sur F' noté w . On peut par exemple, chercher
a determiner une matrice de wp.

EXEMPLE2 On reprend I’endomorphisme u de I’exemple 1 ainsi que le sous-espace vec-
toriel H qui est stable par u. On cherche a déterminer une matrice de ;. Il est important

de noter que 1’on doit pour cela considérer une base de H (et pas de R?) car wy € L(H).
Reprenons la base B = (v, v) ouv; = (1,—1,0) etwvy = (0,1, —1) qui a été considérée
a ’exemple 1. En reprenant les calculs précédents,

ujp(v1) = u(vr) = ve ety (ve) = u(va) = —vy

On en déduit que la matrice de )y dans la base B de H est
0 —1
1 0
Conseils

Quand on cherche a montrer qu'un sous-espace vectoriel F' est stable par un endomor-
phisme u, on consideére souvent une base (21,...,2,) de F' pour montrer que pour tout
entier i € [1,p], u(x;) € F.

Pour réaliser ce qui précede. le plus simple est souvent d’exhiber des équations qui dé-

finissent I’espace vectoriel F'. Par exemple si on connait £y, ..., ¢, des formes linéaires
q
telles que F = (1) Ker (¢;) il suffit donc. pour montrer que F' est stable par «. de montrer
i=1
que

Vi€ [1,p],Vj € [1,4],€(u(z;)) =0

13. Montrer qu’un sous espace vectoriel est stable par un endomorphisme
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Soit u un endomorphisme de E. On suppose que u est diagonalisable et que le spectre de u
contient deux éléments a et b. On note E, et £} les deux sous-espaces propres. On considere
un sous-espace vectoriel F’ stable par u et on pose F,, = E, N Fet I, = E, N F.

1
2
3

Justifier que pour z € F il existe (24, 2p) € E, X Ej tel que 2 = 24 + xp.
Exprimer z, et 23 en fonction de z et de u(z). En déduire que 2, € F, et 2, € F},.
En deduire (sans utiliser le cours) que u - est diagonalisable.

SOLUTION

Comme u est diagonalisable, £ = E, & E} et donc, pour tout = dans E. il existe un
couple (24, 2) € Eq x Ej tel que 2 = 24 + 2. C’est donc, a fortiori, vrai pour tout
élément x de F.
On calcule u(z),

u(z) = u(zy) + u(zp) = axq + bay

On en déduit que z, et 2}, vérifient le systeme :

Tty = &
arq +bxy, = wu(z)

En résolvant. on obtient :

1
— (bz —u(z)) et zp = = i 7

B = (ax — u(x))

Maintenant, comme 2 € F et que F est stable par u, u(x) € F etainsi z, et 2, sont des
élements de F'. Mais x4, est élément de E, et 2, est élément de £}, donc 2, est élément
de F, et a, est éléement de Fj,.

On vient de montrer que F' = Fj + Fj, car tout vecteur de 2 de F' se décompose en une
somme d’un vecteur de F, et d’un vecteur de Fy. De plus, F, N F}, C E, N E, = {0}
donc ils sont en somme directe. Finalement, F' = Fj, & F}, ce qui signifie que up est
diagonalisable.

Notons que cela est juste un cas particulier du fait que si u est diagonalisable alors il
existe un polynome P scindé a racines simples tel que P(u) = 0 et donc P(up) =0
et de ce fait u| - est diagonalisable.
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Soit u I’endomorphisme de K* canoniquement associé a la matrice

A=

SO =
oN O
N = O

On note (e1, €2, €3) la base canonique de K3.

1 Montrer que F} = Vect(ey, e2) et F» = Vect(ea, e3) sont stables par u.
Calculer le polynome caractéristique de .
Soit F' un plan stable par u. On note v I’endomorphisme induit par u sur F'.
a. Montrer que Y, = (X — 1)(X —2) ou (X — 2)2.
b. Montrer que si x, = (X — 1)(X — 2) alors F' = F.
c. Montrer que si x, = (X —2)?alors F = Fy.

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie, v un élément de £(E) et H un hyperplan de
E défini comme le noyau d’une forme linéaire ¢ € £(E, K) non nulle.

1 Montrer que I’ensemble des formes linéaires 1) € L(E, K) telles que H C Ker(v)) est
la droite vectorielle de £(E, K) engendrée par .

2 Endeéduire que H est stable par u, si et seulement s’il existe A € K, p ou = Ap.

m 1 Il suffit de calculer u(e;), u(e2) et u(es).
2 Utiliser la formule x,(X) = det(X 13 — A).

3 a. Que dire du polynome caracteristique d’un endomorphisme in-
duit par rapport au polynome caractéristique de 1’endomor-
phisme ?

b. Montrer que v est diagonalisable.
c. Utiliser le théoreme de Cayley-Hamilton.

m 1 On pourra considérer un vecteur a ¢ H et montrer que Vect(a) et
H sont supplémentaires.

2  Proceéder par double implication.

13. Montrer qu’un sous espace vectoriel est stable par un endomorphisme
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Commengcons par F}. Par définition de A, u(e;) = e; € Fj et u(ea) = 2e9 € F donc
F} est stable par u. De méme, u(es) = 2ey € Fj et u(ez) = ex + 2e3 € F, done F)
est stable par u.

On a
X-1 0 0
xu(X)=|] 0 X-2 -1 |=X-1)X-2)2
0 0 X -2
a. Comme F est stable par u, x, divise x,. De plus, comme F' est de dimension 2,

X» est un polynome de degré 2. On en deéduit directement que
Xo = (X —1)(X —2) ou xy = (X —2)°

On suppose que x, = (X — 1)(X — 2) qui est un polynome scindé a racines
simples. De ce fait, v est diagonalisable et donc F' = Ej(v) ¢ Ea(v) ou E;(v) est
le sous-espace propre pour v associé a la valeur propre . On remarque alors que,
comme v est un endomorphisme induit par u, Fy(v) C Ey(u) et Ex(v) C Eo(u).
Cependant, d’apres la matrice A, F)(u) = Vect(e;) et Eo(u) = Vect(ez). On en
déduit que F' C Vect(ey, e2) puis, comme F est de dimension 2 que F' = Fj.

On suppose que Y, = (X — 2)2. Cela implique, d’aprés le théoréme de Cayley-
Hamilton que y,(v) = 0 c’est-a-dire (v — 2Ix)? = 0. Cela signifie que pour
tout élément x de F. (v — 2Ip)%(z) = 0 ce qui prouve que F est inclus dans
Ker(u — 21)2. Pour déterminer ce dernier sous-espace on calcule (A — 213)? :

(A-2L)% =

SO =
SO O
SO O

Il apparait alors que Ker(u — 21)? = F}. La encore, comme F est de dimension 2,
le fait que ' C F5 implique que F' = Fj.
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1 Onnoten =dmFE.

Soit @ un vecteur de E quin’est pas dans H. Alors H et Vect(a) sont en somme directe
et la dimension de H & Vect(a) estégal (n — 1) + 1 =n.

On en déduit que H & Vect(a) = E.

Soit 7/ une forme linéaire telle que H C Ker(v), il existe A € K tel que ¥’(a) = Ap(a),
en effet, p(a) # 0 par définition de a et donc on peut poser A = vl(g%

Deés lors, pour tout € E. on peut écrire (grace a la supplémentarité précédente),
r=h+kaouh € Hetk € K. Comme p(h) =0 car H est le noyau de . on a alors

() = d(h) + k(@) = 0+ kAp(a) = A(p(h) + p(ka)) = Ap(2)

Réciproquement, s’il existe A € K tel que v» = Ay alors pour tout 2 € H, ¢(2) = 0 et
donc H C Ker(v).

2 On procede par double implication.

On suppose que H est stable par u et on considere la forme linéaire pou : E — K.
Pour tout h € H,

(pou)(h) =¢(u(h)) =0 (puisque u(h) € H = Ker(y))

On en déduit que H C Ker(y o u) et donc, en utilisant la question précédente. qu’il
existe A € K tel que p o u = Ap.

On suppose réciproquement qu’il existe A € K tel que pou = Ap. Pourtouth € H.

p(u(h)) = Ap(h) =0

Cela implique que u(h) € Ker(¢) = H. Finalement, H est stable par u.

13. Montrer qu’un sous espace vectoriel est stable par un endomorphisme 73
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Montrer qu'un endomorphisme
(une Mmatrice carree)

est diagonaiisabie « a ia main »

Dans cette fiche, K désigne le corps R ou le corps C et E'un K-espace vectoriel de dimension
finie.

Si A est une matrice carrée de M,,(K). Elle est dite diagonalisable s’il existe une
matrice inversible P et une matrice diagonale D telle que P~'AP = D.

- Soit u un endomorphisme de E. Il est diagonalisable s’il existe une base B de E telle
que la matrice de u dans la base B soit diagonale.

Soit « un endomorphisme de E et B une base de E. L’endomorphisme est diagonalisable si
et seulement si la matrice de u dans cette base est diagonalisable.

Que faire?

I1 existe de nombreuses méthodes pour montrer qu'un endomorphisme (ou une matrice)
est diagonalisable. Dans cette fiche. nous ne couvrons que les méthodes élémentaires, sans
avoir recours a des théoremes sophistiqueés : voir les fiches suivantes pour aborder d’autres
techniques.

Pour montrer qu’un endomorphisme = (ou une matrice A) est diagonalisable, nous allons
chercher ses valeurs propres et vérifier que les sous-espaces propres engendrent tout I’es-
pace, c’est-a-dire que

P Exw)=E on @ Ex(A)=K"

Aesp(u) AeSp(A)

Comme on sait que les sous-espaces propres sont en somme directe, on est ramene dans le
cas ou E est un espace vectoriel de dimension finie, a vérifier I’égalité des dimensions :

Y dimEx(u)=dimE ot » dimE\(A)=n

Aesp(u) Aesp(A)
0 1 -1
EXEMPLET On consideére la matrice A = | —3 4 —3 |. On calcule son polynome
-1 1 0
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caractéristique x 4. Pour z € K,
xa(@) =2 —42? + 52— 2= (z — 1)%(x — 2)

On en déduit que les valeurs propres de A sont 1 et 2: la premiere est de multiplicité 2 et
la deuxieme de multiplicite 1.

On sait alors que dim F(A) = 1, il reste a calculer dim ' (A) = Ker(A — I3). Pour cela
on étudie,

=4 i -
A=fi=l <% 5§ -2
=

I1 apparait clairement que c’est une matrice de rang 1 (puisque les trois colonnes sont
colinéaires entre elles). On en déduit, d’apres le théoreme du rang que

dim F(A) = dimKer(A — I3) =3 —Rg(A — I3) =2
Finalement, on a bien dim E';(A) + dim F5(A) = 3 donc la matrice A est diagonalisable.

Si un endomorphisme u (ou une matrice A € M, (K)) a dim E valeurs propres (ou n
valeurs propres) deux a deux distinctes alors il est diagonalisable. En effet. chaque sous-
espace propre est de dimension 1 donc la somme des dimensions des sous-espaces propres
est égale a la dimension de E (ou est égale a n).

EXEMPLE2 Soit n > 1. On considére I’application u : R,[X] — R,[X] définie par
u: P+ XP'+ P”. Onremarque pour commencer que u est bien définie car si P est de
degré au plus n alors deg(XP') < 1+ (n — 1) = n et deg(P"”) < n. On peut donc en
déduire que si P est de degré au plus n. u(P) aussi. De plus, ’application P est linéaire
puisque la dérivation est linéaire.

On cherche a savoir si u est diagonalisable. Pour cela, on va calculer sa matrice (dans la
base canonique) afin de chercher ses valeurs propres. On obtient pour k € [0, n].

0 851 k=0
’lL(Xk) — X si ke =l
kXE 4+ k(k—1)Xk2 sik>2

On en déduit que la matrice A de u dans la base canonique est

(0 B soem  sows *\
+ B S :
A=l g v B

: F Em W
\0 s s 110 n/
On s’apergoit que la matrice A est triangulaire supérieure (ce qui était prévisible car si
k < n alors Ry [X] est stable par u). Cela implique que le spectre de u est [0, ]). On voit

alors que u a n + 1 valeurs propres deux a deux distinctes et comme dim R, [X] = n+1,
on obtient que u est diagonalisable.

14. Montrer qu‘'un endomorphisme (une matrice carrée) est diagonalisable « a la main »
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La premiere chose a faire est d’essayer de calculer les valeurs propres de I’endomorphisme
(ou de la matrice) ; par exemple en calculant le polynome caractéristique. Si cela semble
difficile, il faut s’orienter vers d’autres méthodes.

Il ne sert a rien (au moins dans un premier temps) de calculer explicitement les vecteurs
propres. Dans la majorité des cas, il suffit de connaitre la dimension des sous-espaces
propres pour pouvoir conclure a la diagonalisabilité (ou la non-diagonalisabilite).

Soit A € M,,(C) une matrice non nulle. On considére I’endomorphisme de M,,(C) défini
par
byp: M Tr(AM + Tr(M)A
1 Soit A € C. Montrer que si A est une valeur propre de ® alors A = Tr(A)
ou A = 2Tr(A).
Montrer que si Tr(A) = 0 alors ® n’est pas diagonalisable.
Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel H = {M € M,,(C) ,Tr(M) = 0}.
En déduire que, si Tr(A) # 0, alors ® est diagonalisable.

SOLUTION

1 Soit A une valeur propre de ¢ et M un vecteur propre non nul associe a la valeur propre
A. Par définition, ®(M) = Tr(A)M + Tr(M)A = AM.
On en déduit que Tr(M)A = (A—Tr(A))M. De ce fait, A = Tr(A) ou M est colinéaire
a A. Dans ce deuxieme cas. en posant M = pA (avec p # 0) on obtient

O(M) = P(pA) = pn®(A) = 2uTr(A)A = 2Tr(A) M.

Finalement A\ vaut Tr(A) ou 2Tr(A).
2 On suppose que Tr(A) = 0. Dans ce cas, ¢ : M +— Tr(M)A. On a montré dans la
question précédente que Sp(®) C {Tr(A)} = {0}. La seule valeur propre possible est
0. Or, ® n’est pas I’application nulle car A n’est pas nulle (par exemple ®(7,,) = nA).
Donc
dim Ey(®) = dimKer(®) < n? = dim M,,(C)
Cela implique que ® n’est pas diagonalisable.

3 On considére H = {M € M,(C) ,Tr(M) = 0}. Comme [’application Tr est une
forme linéaire non nulle, le sous-espace vectoriel H, qui est son noyau, est un hyperplan.
Il est de dimension n? — 1.

On suppose maintenant que Tr(A) # 0.
On voit que ¢(A) = 2Tr(A) A donc 2Tr(A) est une valeur propre de P ainsi

dim Eore(4)(®) > 1
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Deplusona ®(M) = Tr(A)M sietseulementsi Tr(M)A = Oetdonc Ety(4)(P) = H.
I1 en résulte que

dim By 4)(P) + dim Eoreq) > (n? — 1) + 1 = n? = dim M, (C)

L’application ¢ est diagonalisable.

Exercices
On considere pour m € R la matrice
i 4 0
Am=1 0 m 0
0 0 m+1

1 Determiner les valeurs propres de A,,.
2 Pour quelles valeurs de n la matrice A,,, est-elle diagonalisable ?

Soit A € My (C). On considére I’ application

®: M,(C) —» M,(C)
M —  AM

1 Soit A € C. Montrer que si A est une valeur propre de A alors A est une valeur propre
de @
Soit A une valeur propre de A. donner une base du sous-espace propre Ey(P).

3 Exprimer dim F)(®) en fonction de dim E)y (A) et en déduire que si A est diagonalisable
alors @ est diagonalisable.

m 1 Lamatrice A,, est triangulaire supérieure.

2 Commencer par chercher les valeurs de m telles que A,, ait trois
valeurs propres distinctes.

m 1 Soit M une matrice, exprimer les colonnes de ¢(M) en fonction

des colonnes de M.

2  On pourra commencer par considérer une base (Xj...., X)) du
sous-espace propre F)(A) et regarder pour i € [1,n] et j € [1,p]
les matrices

M ; = (0] ---|0]X;| O] ---[0)

ou la colonne X; est en position i.

14. Montrer qu‘'un endomorphisme (une matrice carrée) est diagonalisable « a la main »
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La matrice A,, étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont 1, m et m + 1.
On en deéduit :

Sim ¢ {0,1}, Sp(Am) = {1,m,m + 1}.
Sim =0, Sp(4n) = {0,1}.
Sim =1, Sp(An) = {1,2}.

Sim ¢ {0, 1}, la matrice A,, a trois valeurs propres distinctes. elle est donc diagona-
lisable.

Sim=0.ona

I 1 0
Ao=1| 0 0 O
0 01
1 0
On peut voir aisément que les vecteurs colonnes X; = | 0 JetXg=| 0 | ap-
0 1

partiennent au sous-espace propre associé a la valeur propre 1 (car ce sont des vec-
teurs du noyau de Ay — I3) et donc, comme ce sont des vecteurs non colinéaires.
dim F(Ap) > 2. Comme dim Ey(Ag) > 1, la matrice Ap est diagonalisable.

Sim=1.ona

Ay =

com
o ] O S
No o

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est le noyau de

010
Bi—~G=109 0
00 1

Cette matrice etant de rang 2 (puisque ses deux derniéres colonnes ne sont pas coli-
néaires), dim Fy(A;) = 1.
De meéme, le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est le noyau de

-1 1 0
A —2I3 = 0 -1 0
0 0 0

Cette matrice étant de rang 2 (puisque ses deux premieres colonnes ne sont pas coli-
néaires), dim Fp(A;) = 1.
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Finalement, dim E(A;) + dim E5(A;) = 2 < 3 donc A; n’est pas diagonalisable.
On a A,, diagonalisable si et seulement si m # 1.

Soit M une matrice. On note X, Xo. ..., X, les colonnes de M.

On pose alors M = (X;|Xs| -+ |X,).Ona®(M) = AM = (AX;|AXs| ---|AX,).
De ce fait. si A est une valeur propre de A et si on note X un vecteur propre (non nul) de
A associé a la valeur propre A. Alors, en considérant la matrice M = (X|X|---|X),
le calcul précédent donne :

(M) = (AX|---|AX) = AX]| ---|AX) = AM

De ce fait M, qui est non nulle, est un vecteur propre de ® associé a la valeur propre A
donc A est une valeur propre de ®.
Soit A une valeur propre de A. Notons p la dimension du sous-espace propre E)\(A) et
considérons (X7, ..., X)) une base de ce sous-espace. Soiti € [1,n] et j € [1,p] on
pose

M; ; = (0]---10|X;] O] - - - |0)
la matrice ou la colonne X est en position . On va montrer que les np matrices M; ;
forment une base de F) (D).
On commence en remarquant que, pour (i, j) € [1,n] x [1,p]. M;; € Ex(®) d’aprés
le calcul de la question précédente.
De plus, la famille (M; ;) (; j)e[1,n]x[1,p] €St libre. En effet si (@ j) j)eq1.n)x[1,p] St
une famille de scalaires telle que

Z ai,jj‘[i,j =0

(i.5)el1,n]x[1,p]

P

En ne considérant que la i-éme colonne, on obtient,  «; ;X; = 0. Comme la famille
j=1

(X1,.... X)) est libre. pour tout j € [1,p].a;; = 0. Ceci étant vrai pour tous les i
compris entre 1 et n, on a bien que la famille (M ;) (; j)e[1.n]x[1,p] €St libre.
Montrons maintenant que cette famille engendre E(®). Soit M € E)(®P). On note
C1,...,Cy les colonnes de M. D apres le calcul de la question 1, pour tout i € [1,7].
C; appartient a E\(A) et de ce fait, il existe des scalaires (v j)je1,p) tels que :

P
Ci=) ai;jX;
i=1

Cela implique que
n

14
M = Z Z a,-,j]\I,-,j

i=1 j=1

On a bien montré que la famille (M; ;) (; j)e1,n] x[1,p) €0gendre Ey () et donc que c’est
une base de ce sous-espace propre.
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3 Dr’apres la question précédente. dim Ey(®) = ndim E)\(A). Si on suppose que A est
diagonalisable.

§ = Z dim E)(A)

AESp(A)

On en déduit que

> dimEx(®)=n Y dimEx(A)=n®=dimM,(C)
AESp(P) AESp(A)

On obtient bien que P est diagonalisable.
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Montrer quun endomorphisme q -

lune matrice carrée) est Wigonallsable ',

et trigonaliser (casn = 2 et n = 3)

Guand on ne sait pas!
La notation K désigne R ou C.

Soit A € M,,(K). On dit que A est trigonalisable si et seulement s’il existe une matrice
triangulaire 7" de M,,(K) semblable a A.

Une matrice est trigonalisable dans K si et seulement si son polynome caractéristique
est scindé dans K.

EXEMPLE 1
1 2 3
Lamatrice7’= [0 1 1 | estune matrice triangulaire (supérieure).
0 0 2
EXEMPLE 2
5 —17 25
Lamatrice A= |2 —9 16 | esttrigonalisable dans R.
1 -5 9

En effet, en calculant le polynome caractéristique de A on obtient :

t—5 17 —25
xat)=| -2 t+9 —16|=t3—5t24+8t—4=(t—2)>%t—-1)
-1 5 t-—9

Ce polynome est scindé dans R avec deux racines 2 (double) et 1 (simple).

Que faire?

Pour montrer qu’une matrice A donnée dans M,,(K) est trigonalisable, on vérifie que le
polynome caractéristique est scindé sur K.

Pour déterminer une base de trigonalisation, on répete autant de fois que nécessaire les opé-
rations suivantes :

Pour A € Spg(A). on détermine une famille libre L) de vecteurs propres associés a \.
SiL) n’est pas de cardinal égal a la multiplicité de A comme racine du polynome carac-
téristique de A on cherche un vecteur V' tel que AV — AV € Vect(L)).
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On ajoute V a L) jusqu’a ce qu’elle ait un rang egal a la multiplicité de A comme racine
du polynome caracteéristique de A.

Le fait de choisir des vecteurs dans Vect (L) autorise plusieurs choix possibles de vec-
teurs. On choisira alors ceux dont les coordonnées sont les plus simples (le plus de 0
possible par exemple).

Comme il y a plusieurs choix possibles pour compléter la famille libre L), en général. la
forme triangulaire a laquelle il faut aboutir est imposée par 1’énonce.

Lorsqu’il ne reste plus qu'un seul vecteur a trouver, et que la forme de la matrice triangu-
laire n’est pas imposée par 1I’énoncé, n’importe quel vecteur complétant la famille en une
base convient.

Lorsque ’on construit la base de triangularisation. on place en premieres positions les
vecteurs propres associés aux valeurs propres pour lesquelles la dimension du sous-espace
propre associé et la multiplicité de la racine sont égales.

Exempie traité
2 9 1
Trigonaliser lamatrice A= | 1 1 0
-1 1 3

SOLUTION

On calcule le polynome caracteéristique de A :

t—-2 0 -1 . ,
xat)=|-1 t—-1 0 |=3+6t2—-12t2+8=(t-2)°
1 -1 -8

le polynome est scindé donc la matrice est trigonalisable.

€T

Soit Vi = | y | un vecteur propre de A :
AVi=2Vi & r—y =0 @{Z o
—2+y+2z =0 S
1
on peut donc choisir V; = | 1 | et poser Ly = (V).
0
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On pose alors Vo = | y | et on doit avoir AV, — 2V5 € Vect (V)) or

AVy —2V5 = r—1y
—zr+y+z
donc
AV, — 2V, € Vect (V)) & =Ty Sz=x—y
—z4+y+2=0

|

on peut donc choisir Vo = | 0 | qui est un vecteur vérifiant la condition et non colinéaire a
1

V. Comme la nouvelle famille Ly = (Vj, V3) n’est toujours pas une base de R, en théorie,
on devrait répéter 1’opération. Toutefois, il ne manque plus qu’un seul vecteur et la forme de
la matrice n’est pas imposeée par I’énonce donc on peut compléter la famille par tout vecteur
V3 tel que (Vy, Vi, Vi) forme une base de R3.

0
Par exemple, en prenant V3 = | 0
1
1 10
det (V1,V2,V3) =11 0 O|=-1#0
0 11

on a donc une base de R” et comme
AV) = 2V
AVh = 2V + V)
AV = 2V3+ Vs

1 0
dans cette nouvelle base, A est semblablea [0 2 1
o

On pouvait aussi appliquer la formule de changement de base mais ¢’est un peu plus long.

Montrer que A = < A

1 _2) est semblable a une matrice triangulaire inférieure.
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Soit a un reel strictement positif. On considere la matrice :
A=|1 -1 0

1 Calculer le polynome caractéristique de A et en déduire que A n’est pas diagonalisable.
2 Déterminer trois matrices colonnes V. V5 et V3 vérifiant

AV, =-W
AV =V -V,
AV =V +Vo—-V3
-1 1 1
3 Montrer que A estsemblablea [ 0 -1 1 |.
0 0 -1 O Source : D'aprés IMT

Trouver une base dans laquelle A est semblable a une matrice triangu-
laire supérieure et permuter les vecteurs de la base.

RCIC m 1 Vérifier que le polynome caractéristique est scindé dans R.
2 Vj estun vecteur propre associé a la valeur propre —1.
Les vecteurs V5 et V3 s obtiennent en résolvant les systémes asso-

ciés aux relations données. Leurs coordonnées peuvent dépendre
du parametre a.

3 Il s’agit de la traduction matricielle du changement de base.

L RLLRR AR RN R] . . . . TEREE R e nnnnnnnnmm

Le calcul du polynome caractéristique de A donne x 4(t) = (¢ + 1)? donc la matrice est
trigonalisable dans R?.

Soit V] = (:;) un vecteur propre de A :

AVi=-Viexz+y=0
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. 1 . .
on peut donc choisir Vi = (_1 . Comme il ne nous manque qu’un seul vecteur, on com-

. 1 . e
plete (V}) en une base avec, par exemple, Vo = (0) . En suivant I’indication. on cherche la

forme de la matrice semblable a A dans la base (V5, V)) :

AVh =—Vo + VW
AV =-N

Ainsi, A est semblable a (—1 ? )

1 =1

1 Soitt € R. En développant par rapport a la troisieme colonne :

t+1 —a a
Xi(f)=|~1 &kl 0 |l=e
-1 0 t+1

t+1 —a

1 t+1
0 '+(t+1)‘—1 g

—1

=a(t+1)+ (t+1) [(t+1)* —d]
=(t+1)°

Le polynome obtenu est scindé, quelle que soit la valeur de a donc la matrice est sem-
blable a une matrice triangulaire.

On peut remarquer qu’elle n’est pas diagonalisable car sinon elle serait semblable a — I
qui n’est semblable qu’a elle-meme.

4 1
2 Soit V; = | y | un vecteur propre associé a la seule valeur propre —1 :
z

AVI:_VI@{"'(-”;Z) -0 @{(yfz) -0

=0 a ={
0
car a > () d’apres I’énoncé. On peut donc choisir V; = | 1
1

r~

Soit V5 = | y | . En traduisant la relation AV, = —V5 + V) on obtient le systeme :

{ 0-(1/; z)

I
|l ==
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Un vecteur simple vérifiant cette relation est, par exemple, Vo =

O =

Soit V3 = . En traduisant la relation AV3 = —V3+ V] + V5 on obtient le systeme :

Nne R

Un vecteur simple vérifiant cette relation est, par exemple. car a > 0, V3 =

OR = =t

On remarque que ce dernier vecteur dépend bien du parametre a.
3 On vérifie tout d’abord que la famille (V;, V5, V3) forme une base de R3:

=~ >0
a

O |

0 1
1 0
1 0

cara > 0.

Ainsi, compte tenu de la question précédente. par changement de base, A est semblable
a la matrice proposee.
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OO
Montrer qu'un endomorphisime q
{une matrice) est niipotentle) Y

La notation £ désigne un R—espace vectoriel de dimension finie ou non.

Soit u € L(E). u est nilpotent s’il existe p € N tel que u” = 0.
Le plus petit indice p tel que u” = 0 est appelé indice de nilpotence de w.

Si la dimension de F vaut n alors nécessairement p < n.

EXEMPLE1 On considere E = R3[X] et P € E. On définit alors I’endomorphisme u de

E par u(P) = P'.
Cet endomorphisme est alors nilpotent car, pour tout P € E, u*(P) = PW =0 puisque
P est de degré au plus 3.
Que faire ?
Pour prouver qu’un endomorphisme est nilpotent on peut essayer de veérifier un des points
suivants :

~ Calculer u* (en prenant k = dim E lorsque E est de dimension finie).
- Trouver une base dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure stricte.
~ Montrer que u n’admet qu’une seule valeur propre : 0.

En pratique lorsque dim £ = n, il arrive souvent que Rg(u) = n — 1. Il faut alors
trouver un élément x € E tel que u™~!(2) # 0. Dés lors, on construit une base cyclique
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(u"(2),u"%(x),...,u(x),z) dans laquelle la matrice de u a la forme

0 1 - 0 0)
:
0 10
58 0 1
0 0 0)

Souvent la nilpotence intervient de fagon indirecte. Lorsque 1’on cherche a calculer A"
pour une matrice A non diagonalisable. On trouve alors une base dans laquelle A est
semblable a D + N ou D est diagonale et N nilpotente telles que D x N = N x D et
on applique le binome de Newton.

Exempie traité
1 0 0
Soit A=10 -2 9
0 -1 4

Soit n € N. Calculer (A — I)2, en déduire A™.

SOLUTION
On vérifie facilement que (A — I)? = 0 donc N = A — I est nilpotente et comme N et A

commutent, on peut appliquer le binome de Newton :

A"=(I+N"=)" (}f) Py
k=0

1
w s n n—k nrk
o Z (k?) I N
k=0

=I+nN
=nA+(1-—n)I

E i

m Soit A € M, (R) nilpotente telle que ATA = AAT ou AT désigne la

transposée de A. On pose B = AT A_ montrer que B est symétrique et nilpotente.
En déduire que A = 0.

D Source : D'aprés Centrale
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Soit £ un espace vectoriel de dimension n et f € £L(E)tel que f" ! # 0
et f* =0.
On pose :

C={geL(E), fog=gof}

1 Montrer qu’il existe a € E tel que (a, f(a),..., f"—l(a)) soit une base de E.
2 Montrer que (Id, ) SR f"_l) est une base de C.

2 Source : D'aprés Centrale PC

Munir R" de son produit scalaire usuel et calculer || AX| |§ pour un vec-
teur X € R™.

m 1 Exploiter I’hypothése que f™~! # 0 pour prouver I’existence de a.
Supposer ensuite que la famille est liée, écrire la relation de dépen-
dance linéaire et appliquer «* pour une valeur de k judicieusement
choisie.

2 Prouver que (I 7 85 R "_1) est une famille libre en évaluant une
relation de dépendance linéaire en a. Pour g € C, prouver que la
famille est génératrice en décomposant g(2) dans la base cyclique
précédente.

On montre tout d’abord la nilpotence. En posant p I’indice de nilpotence de A, du fait de la
commutativité de A et de AT, ona B? = (AT)? AP = 0 donc B est nilpotente.

On montre maintenant la symétrie, BT = (AT A)T = AT(AT)T = AT A = B. Ainsi, B est
symetrique réelle donc diagonalisable (en base orthonormeée pour le produit scalaire usuel)
d’apres le théoreme spectral. Or, puisque B est nilpotente, Sp(B) = {0} et par suite, B est
la matrice nulle (car semblable a la matrice nulle).

On munit alors R™ de son produit scalaire usuel, pour X € R", on a alors

IAX[E =(AX)TAX = XTATAX = X"BX =0

d’oit AX = 0 et ce. pour tout X € R" donc A est la matrice nulle.
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1 Par hypothése. f*~! # 0 donc il existe a € E tel que f"'(a) # 0. On montre

alors que (a, f(a),..., /™ 1(a)) est libre. On effectue pour cela un raisonnement par
I’absurde. Soient v, ..., a1 € R, non tous nuls, tels que

apa+a1fa)+ ...+ an_1f"(a) =0
On pose alors p =min {i € [0,n — 1], «a; # 0}, onadonc
ap fP(a) + ap+1fp+1(a) +ooet n1f" Ha) =0
on compose alors cette expression par "~ 1~P, dés lors on obtient
opf" (@) +0+...40=0 = ap =0
car f"~!(a) # 0. Lanullité de o, constitue alors une contradiction. La famille est donc

libre et comme elle a le cardinal d’une base de F, ¢c’est une base de F.

2 Ondémontre tout d’abord que (Id, f,..., f"!) est une famille libre en raisonnant par
I’absurde ; en effet. s’1l existait des scalaires ayg. . . .. a1 € R, non tous nuls. tels que

apld+ o1 f + ...+ ap_1f* 1 = 0 alors, en particulier, cette expression évaluée en
a serait une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs de la base obtenue a la
question préceédente, ce qui constitue une contradiction.

Nous disposons donc d'une famille libre d’éléments de C puisqu’il est évident que tous
les eléments de cette famille commutent avec f. On montre alors que cette famille est
génératrice.
Soit g € C, le vecteur g(a) posséde des coordonnées ay, . . . , v, 1 dans la base cyclique
de la question 1), ¢’est-a-dire :
~1
g(a) = apa+arf(a)+ ...+ an_1f" (a)

des lors. pouri € [0,n — 1], ona
n—1
g (f'a)) = f'(9(a)) = [ D apfP(a)
p=0
n—1
- Z apfP(a)
p=0
en remarquant le fait que g et f* commutent (ce qui se prouve par récurrence).
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Ainsi, pour un 2 € E de coordonnées Jy, ..., 3,_1 € R dans la base cyclique, on a:

n—1 n—1
g(x) =g (Z ﬁifi(a)) =Y Big (fi(a))

1=0 i=0
n—1n—1

=3 BiopfPt(a)

i=0 p=0

n—1 p
=) opff (Z ﬁifi(a)>
=0 i=0

n—1

= Z ap fP(x)

p=0

n—1
dou g = Y o, fP € C. La famille étant libre et génératrice, on en conclut donc que

p=0
c’est une base de C.
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D Caicuier ie polynome
\ Mminimai d'un endomorphisme

o1 4
(d'une matrice carrée)

Dans cette fiche K désigne un corps et £ un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soit u un endomorphisme de E. L’ensemble I, des polynomes P tels que P(u) = 0 est un

idéal non réduit a {0}. On appelle polynome minimal de u et on note j,, I'unique polynome
unitaire qui engendre 7.
Par définition, jt,(u) = 0.
Soit P un polynome annulateur de u, ¢’est-a-dire un polynome P tel que P(u) = 0.
par définition ,, divise P .
Si A est une matrice carrée. On définit de méme /4 I'idéal des polynomes P tels que
P(A) = 0. On appelle polynome minimal de A et on note /14 I"unique polynome unitaire
qui engendre 1 4.

Que faire?

Pour déterminer le polynome minimal d’un endomorphisme u d’un espace vectoriel £
de dimension finie (ou d’une matrice carrée A). on peut commencer par déterminer un
polynome annulateur 7 de u (ou de A). Il suffit alors de déterminer parmi les polynomes
P unitaires qui divisent 7 - qui sont en nombre fini - celui qui est encore un polynome
annulateur et de plus petit degré. Notons que du fait du théoreme de Cayley-Hamilton, on
sait que le polynome caracteristique est un polynome annulateur.

1 2
10

alors déterminer une relation de dépendance linéaire entre I, A et A2 soit « a ’oeil » soit
en posant le systéeme aA? + 3A + v = 0. On trouve que A2 — A — 2I, = 0. On pose
déslorsm=X2-X -2

Maintenant, il est clair que tout diviseur strict () et unitaire de 7 est de la forme Q = X +A.

Un tel polynome n’annule pas A car Q(A) = ( ! _il- A /2\ ) # 0. On en déduit que le

3 2

EXEMPLE1 Soit A = ( ) On commence en calculant A% = ( 1 9 ) On peut

polynome minimal de A est g = X2 — X — 2.

On peut aussi commencer par calculer les puissances de la matrice A (ou de I’endomor-
phisme ) pour déterminer des conditions sur les polynomes annulateurs de A. Cela sert
en particulier quand A est définie par blocs.

92 Reduction des endomorphismes



EXEMPLE2 Soit (A, B) € M, (C)2. On considére la matrice C' € My, (C) définie par

blocs par
AlO

P
D’apres les formules du produit par blocs, il est clair que pourp € N, CP = ( f(l) zgp ) :

d
De ce fait, si P = 5. apX* est un polynome,

k=0
d
P(g)=Y aiC* = ( P%A) i P(OB) )
k=0

On en déduit que P(C) = 0 si et seulement si P(A) = P(B) = 0. Cela implique que
I’idéal I des polynomes annulateurs de C' est I 4 N Ip. Par définition, jic est le PPCM
de jup et pp.

Le polynome minimal est toujours unitaire. I1 faut éventuellement diviser par le coefficient
dominant.

Quand on recherche le polynome minimal d une matrice A. on peut commencer par déter-
miner une matrice B semblable a A car deux matrices semblables ont le méme polynome
minimal. En effet, si P est un polynome, le fait que P(A) soit nul est équivalent au fait
que P(B) le soit.

. Déterminer son polynome minimal.

oo
DD bt et

1
Soit A = -1
0

SOLUTION
On détermine pour commencer son polynome caractéristique

X—3 B i A
XA = 1 X=2 <1 [=@-I)X-97
0 g K2

On en déduit que le spectre de A est {1, 2}.

On sait que le polynome minimal jz4 est un diviseur de x 4. On sait aussi que les racines de
[tA sont exactement les valeurs propres de A. De ce fait, 14 est soit égala (X —1)(X —2)
soit égal a (X — 1)(X — 2)2. 1l suffit alors de vérifier que (A — I3)(A — 2I3) = 0 pour
obtenir que pt4 = (X — 1)(X — 2).

17. Calculer le polynéme minimal d'un endomorphisme (d’'une matrice carrée)
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Soit # un endomorphisme de £. On notera n la dimension de £. On suppose qu’il existe xg
dans F tel que la famille (zq, u(2g), ..., u™ 1 (2q)) soit libre.

1 Montrer que deg(jt,,) = n.

n—1
2 Justifier qu’il existe (ag,...,an—1) € K" tels que u"(z9) = Z aju' (o). Montrer
i=0
alors que
n—1
i = XM= Za,:X".
i=0

Soit A € M,,(C). On considére la matrice B € My, (C) définie par blocs par
(Al
o= <_O+B‘) :

2 En déduire que si B est diagonalisable alors A I’est.

1 Montrer que j4 divise jp

m 1 Soit P un polynome non nul de degré strictement inférieur a n,
montrer que P(u)(zq) # 0.

2 Pour tout entier £ compris entre 0 et n — 1, on pourra calculer
n—1
(u" =Y au’)(uF(xq)).
i=0

m 1 Commencer par exprimer B? en fonction de A puis P(B) en fonc-
tion de P(A) et P'(A).

94 Reduction des endomorphismes



m n—1

1 Soit P un polynome non nul de degreé strictement inférieur a n. Posons P = Z a; X?
i=0
(otap_1 =ap—o="---=aqy; = 0sideg(P) =d < n—1). Supposons par I’absurde
que P est un polynome annulateur de u. En particulier P(u)(xp) = 0 et donc

n—1 )
Z a;ju'(zp) =0
i=0

ce qui est absurde car la famille (g, u(2q), ..., u" !(zq)) est libre et que les coef-
ficients a; ne sont pas tous nuls puisque P n’est pas le polynome nul. On en déduit
finalement que tout polynome P non nul tel que P(u) = 0 est de degré au moins 7.

Comme on sait que deg(/t,) < n = dim £ on obtient finalement que deg(/,) = n.
2 Par hypothése la famille (2q.u(zp)....,u" (z0)) est libre. Comme c’est une fa-
mille libre de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n, c’est une base

de E. On peut donc décomposer le vecteur u™(xp) dans cette base. Il existe alors
n—1

(ag,-..,an—1) € K" tels que u"(20) = Z au'(xo).
i=0

n—1
Posons maintenant P = X" — Z a; X*. Pour tout entier k compris entre O et n — 1,
i=0
P(u)(u*(x0)) = u*(P(u)(x0))
car u* et P(u) commutent (ce sont deux polynomes en w). En particulier, comme
P(u)(x0) = 0 par définition de P, P(u)(u*(x9)) = 0.
On en déduit que I’endomorphisme P(u) s’annule sur tous les vecteurs de la base

(20, u(z0). ..., u" (xp)) et donc P(u) = 0. De ce fait, j,,|P, comme ils sont tous
les deux unitaires et de meéme degre, 11, = P.

2 2 | g 42
1 OnaB?= ( /3) 2AA ) . De méme. B? = ( f(l) 3‘21 ) . Par récurrence immeé-

. _ AP | pAP-1
dlate.. pour p € N-. B3P = (ﬁ) a

De ce fait. par linéarité, pour tout polynome P,

P(A) | P(A
Pe) = (L5 ) -
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Par définition.

A) | ip(A)

p(B) = 1Bl B =0.

np(B) ( 0 I (A

On en déduit que p1p(A) = 0. De ce fait, pp est un polynome annulateur de A et donc
pal 1.

2 Si B est diagonalisable. on sait que son polynome minimal pp est scindé a racines

simples. Comme pp(A) = 0 alors A est annulé par un polynome scindé a racines
simples. De ce fait. A est aussi diagonalisable.
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t'un endomorphisme v
(d'une matrice carrée) |

- 2 OO
Utiliser un poiynome annuiateur q n
1

Dans cette fiche E est un K-espace vectoriel de dimension finie: u est un endomorphisme
de E et A est une matrice carrée de taille n.

Quand on ne sait pas!
Un polynéme P € K[X] est dit annulateur de u (resp. de A) si P(u) = Ogg) (resp.
P(A) = 04, (x))- On peut s’en servir notamment pour :
Justifier que u (resp. A) est inversible (ou pas) et, le cas échéant, calculer son inverse

Calculer les puissances de u.
Trouver des informations sur les valeurs propres et les sous-espaces propres.
Montrer que u (resp. A) est diagonalisable (voir fiche 14).

Que faire?

I1 faut souvent commencer par déterminer un polynoéme annulateur.

On peut utiliser le polynome caractéristique x,, (ou x 4) car d’apres le théoreme de Cayley-
Hamilton x,(u) = 0 (ou x4(A) = 0).

On peut aussi. dans le cas des matrices, calculer A2, A3 et essayer de I’exprimer en fonc-
tions des puissances de A précédentes.

EXEMPLE 1
01 0 0
. 00 1 0
Soit A = 000 1 .Ona
1 0 00
= B X -1 0 -1 0 0
X =0 5 x l=x[0 X 1+l x -1 0
- 0 0 X 0 X -1

en développant selon la premiére ligne. On obtient done y 4 (X) = X4 — 1.

On pouvait aussi calculer A%, A% puis constater que A* = I,.

Quand on a un polynome annulateur, on sait que les valeurs propres A de u (ou de A) vé-
rifient P(\) = 0. Cela permet de déterminer une condition nécessaire pour qu’un scalaire
soit une valeur propre.

EXEMPLE2 En reprenant I’exemple précédent, on en deduit que si A est une valeur propre
de A alors M = 1.
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Soitu € L(FE) etz € E. il est important de bien comprendre le sens de P(u)(2) pour
P € K[X]. En particulier il ne faut jamais écrire P(u(2)) qui n’a aucun sens puisque,

u(x) est un élément de E et qu’il n’existe pas de multiplication dans E. De ce fait, u(z)*
d
n’existe pas. Si P = 3" a; X*, alors :
k=0

d
Plu)(z) = Z apuf ()
k=0

Soitu € L(E), x € E et Q et R deux polynomes. On pose P = QR. Alors R(u)(xz) =0
implique P(u)(2) = 0. Il est important de savoir le justifier.

P(u)(z) = (QR)(u)(z) = (Q(u) o R(u))(x) = Q(u)(R(u)(z)) = Q(u)(0r) = Of.

En particulier, ne pas écrire P(u)(2) = Q(u)(z) x R(u)(2) qui ne veut rien dire.

Exempie traité
2 1 0
SoitA=| —1 0 0 |].Trouverun polynéome annulateur P € Ry[X] de A. En déduire
-1 -1 1
une formule pour A™. On pourra former la division euclidienne de X™ par P.
SOLUTION
3 2 0
On commence par calculer A2 = | —2 —1 0 |.On cherche alors (., 3) € R? tels
-2 -2 1

que A% = a A + BI,. En regardant tous les coefficients de la matrice A, on est ramené
au systeme.

20+ 3 = 3
a = 2

g = -1
a+p = 1

Finalement, A2 = 2A — I3 donconpose P = X2 —2X +1= (X —1)2
Soit n > 0, on cherche alors a écrire la division euclidienne de X™ par P. Elle s”écrit

X"=QnP+ R, (E)

ou deg(R,) < deg(P) = 2. On pose donc R,, = a, X + by,.
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En utilisant P(1) = 0, on obtient en évaluant (E) en 1 que 1" = 0 + R,(1) et donc
anp + b, = 1.

Pour utiliser que 1 est racine double de P, on dérive la relation (E). On obtient alors
Iégalité nX" ! = QP + QP+ R,.

En évaluant en 1. on obtient n = 0 + 0 + R/ (1) = ay,, puisque P(1) = P'(1) = 0.
Fimnalement : R,, = nX +1 —n.

I1 suffit alors d’évaluer encore (E) avec la matrice A en n’oubliant pas que P(A) = 0:

A" = Qu(A)P(A) + Rn(4) = nA+ (1 -n)Is

On obtient donc
n+1 n 0
A= -n 1—-n 0
—n -n 1

On peut notamment vérifier que la formule est correcte pourn =0,n = letn = 2.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit « un automorphisme de £. Montrer qu’il
existe un polynome P tel que u~! = P(u).

Soit A € M, (R) telle que A% + A2 + A = 0.

1
2

Quelles peuvent étre les valeurs propres complexes de A?
En déduire que Tr(A) est un entier.

Soit M = (m;j) € M,(R) telle que pour tout i et tout j dans [1,r]. m;; = 1. Soit a et 3
des réels avec 3 # 0, on pose A = ol + M.

1
2

Déterminer en fonction de a, 3 et n, des réels p et ¢ tels que A2 = pA + qlI,.

En déduire qu’il existe des suites (u,,) et (v,) telles que pour tout entier naturel n.
A" = up, A + v, I,.. On exprimera en particulier u, 1 et v, en fonction de u,, et v,,.

Déterminer le terme général des suites (u, ) et (v, ) et en déduire une formule pour A™.

18. Utiliser un polynéme annulateur d'un endomorphisme (d‘une matrice carrée)
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Commencer par justifier qu’il existe un polynome @ tel que Q(u) = 0

et Q(0) # 0.

m 1 Quel est le lien entre les valeurs propres de A et un polynome an-
nulateur ?
2 Utiliser le fait que A est a coefficients réels.

m 1 Commencer par exprimer M2 en fonction de M.
2 Procéder par récurrence.

3 Seramener a des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

m Considérons Q = xu. le polynome caractéristique de u. On sait que

Xu(u) = 0. De plus, comme u est un automorphisme, 0 n’est pas valeur propre de u donc
n

1
Xu(0) # 0. En posant x,, = X" + 3 apX*, avec ag # 0. on obtient :

k=0
U™ + p " 4 -+ aqu = —aoldg
— . . 1
On en déduit que uov = Idg. oul'onaposé v = —— (v ' + apu" 2 + -+ + a1 Idp).

ag
Comme FE est de dimension finie, cela implique que v = u~'. Onen déduit que u ! = P(u),

1
avec P=—— (X" 1+ a1 X" 2+ .-+ a1).
ao

1 Onpose P = X?+ X2 4+ X. Comme P(A) = 0, les valeurs propres de A sont
nécessairement des solutions de I’équation P(z) = 0. On factorise alors le polynome
P eton obtient P = X (X — j)(X — ) on j = exp(%Z). On en déduit finalement que
Sp(4) € {0,4,5}-

2 Envoyant A comme une matrice complexe, elle est trigonalisable. Notons 7, 7;, r; les

°"|=1

multiplicités (éventuellement nulles) de 0, j et j en tant que valeurs propres de A. On

a alors : /3
. = 1 Y
Tr(A) =rjxj+ryxj= —E(rj +fs)+ ZT(T]- — 1)
Cependant, on sait que la trace de A est réelle car A est une matrice réelle. On en déduit
que rj = r; etainsi : Tr(A) = —r;j € Z.
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e 1«18
4 L¥

1 Onremarque M? = rM. De ce fait,
A% = (al, + BM)? = &?I, + 2a8M + BM? = oI, + B(2a+ rB) M.

En utilisant 3M = A — al,., on obtient alors A2 = (—a? — rafB)I, + (2a + rB)A.
On pose donc ¢ = —a(a +rf3) et p = 2a + rf3.
2 Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe des réels notés u, et
vp tels que A" = up A + vp 1,
Initialisation : Pour n = 0, il suffit de poser up = O et vy = 1.
Heéreédité : On suppose que pour un entier naturel 7. il existe des réels u, et v, tels
que A™ = up A + v, I,.
On a alors
AV — oy A% v, A = (pupn + vp)A + quyI,
On pose donc uy, 11 = puy, + vy et Uy = qUp.
Par récurrence, on a bien montré que pour tout entier naturel n, il existe (u,,v,) € R2
tel que A" = up, A+v,I,. De plus, ces réels vérifient u, 11 = pu, +vp et vy = qUp.
3 Soit n un entier naturel, Uy, 49 = plpy1 + Uy = PUny1 + quy,. On en déduit que (uy,)
est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Son équation caractéristique est X? — pX — ¢ = 0. On cherche ses racines. Le discri-
minant vaut

A= p2 +4q = 40 + draf + 7‘2[32 —4a? — draff = (7.5)2

On a donc A > 0. Les deux racines sont

_ 2a+rﬁ+‘r6:a+rﬁetwg= 20-{-7‘/3—7’[3:0

e 2 2

De ce fait. il existe des constantes A, x telles que pour tout entier naturel n :
up = A(a+rB)" + pa™
En utilisant ug = 0 et u; = 1, on obtient le systéme

Adp =0 P |
{/\(a+‘rﬂ)+ua = 1 A= lt—rﬂ.
(a+7B)* —a®

rf
Up = qU 1—_a(a+rﬁ)(a+r,3)n—l — a1 B -a(a+7’5)n+(a+7‘ﬂ)an
n — n—1 — = .

rp3 rfB

La formule est encore correcte pour 1 = 0.

Cela nous donne u,, = . Maintenant. pour n > 1.
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p  Montrer qwun endomorphisme
\ est diagonaiisabie en utilisant

des poiynomes annuiateurs

Dans cette fiche, E est un K-espace vectoriel de dimension finie: u est un endomorphisme
de F et A est une matrice carrée de taille n.

Un endomorphisme u (une matrice carrée A) est diagonalisable si et seulement si u (ou
A) possede un polynome annulateur scindé et a racines simples

Un endomorphisme « (une matrice carrée A) est diagonalisable si et seulement si le
polynome minimal yz,, (124) est scindé a racines simples.

Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si le polynome H (X=2X)

AESp(u)
annule u. De méme pour une matrice carrée A.

Que faire?

Pour montrer que u (ou A) est diagonalisable (ou ne I’est pas). on peut commencer par
chercher ses valeurs propres (via le calcul du polynome caractéristique par exemple) afin

de voir si H (X — ) annule u (ou A).
AESp(u)
EXEMPLE1T On considere la matrice

Il est immédiat que x4 = det(X I3 — A) = (X — 1)3(X — 2) et donc Sp(4) = {1.2}.
De ce fait, A est diagonalisable si et seulement si (X — 1)(X — 2) annule A.

Il ne reste plus qu’a calculer
0 -1 1 0
0 | x 0 -1 0
1 0 0 0

La matrice A n’est pas diagonalisable.

oo
SO =

(A—I3)(A-2I) = (
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Notons que 1’on pouvait aussi calculer le sous-espace propre E(A) associé a la valeur

propre 1 et se rendre compte que sa dimension vaut 1 et qu’elle est donc strictement

inférieure a la multiplicite.

On peut chercher directement un polynome annulateur. Si on en trouve un qui est scindé

a racines simples alors u (ou A) est diagonalisable.

EXEMPLE2 Soit A € M, (K). On suppose que A est une matrice de rang 1. On note alors

Z € M, 1(K) un vecteur non nul qui engendre Im(A). Des lors, si on note C'q,...,C),

les colonnes de A, pour tout i compris entre 1 et n, il existe y; € K tel que C; = y;Z. Si
"N

onnote Y = : € Mpi(K)onadonc A =2 YT, On en déduit que

Yn
A2 =2YTzyT — kzYT = kA

ou k = YTZ. En effet k est un scalaire.
De ce fait X? — kX = X(X — k) est un polynome annulateur de A.

En particulier, si k& # 0, A est annulée par un polynome scindé a racines simples et elle
est donc diagonalisable.

Si k = 0. on en déduit que A = 0 et donc son polynéme minimal est égal a X oua X2.
Comme A n’est pas nulle, X n’est pas un polynome annulateur. Finalement le polynome
minimal 24 = X? n’est pas a racines simples donc A n’est pas diagonalisable.

Le fait de trouver un polynome annulateur qui n’est pas scindé a racines simples (par
exemple le polynome caractéristique) n’implique pas que u (ou A) n’est pas diagonali-
sable. Par contre, si on montre que le polynome minimal n’est pas scindé a racines simples
alors on peut conclure que u (ou A) n’est pas diagonalisable.

I1 peut étre intéressant de calculer les puissances de u (ou de A) afin de trouver des poly-
nomes annulateurs.

Soit A € M,,(K). On pose

— AB

Soit P € K[X], montrer que P(p4a) = @p(a). En déduire une condition nécessaire et
suffisante sur A pour que ¢ 4 soit diagonalisable.

SOLUTION
Soit B € My (K), ¢%(B) = pa(pa(B)) = ¢a(AB) = A%2B. On démontre par récurrence
que pour tout entier k. ¢ (B) 8

19. Montrer qu'un endomorphisme est diagonalisable en utilisant des polynomes annulateurs 103



104

d
Maintenant, si P est un polynome que I’on note P = 3 a; X*, on trouve, par linéarité,
k=0
que pour toute matrice B,

d
= ZakipA Z(lkAk (Z(lkA ) B = S‘QP(A)(B)
k=0

Cela signifie que P(¢4) = ¢p(a)-

On remarque alors que ¢4 est I'endomorphisme nul de M,,(K) si et seulement si A est
nul. En effet. si A est nul, il est clair que ¢4 = 0. Réciproquement, si ¢ 4 est nul, pour
toute matrice élémentaire F;j. p 4(E;;) = 0. En remarquant que la premiére colonne de la
matrice @4 (FEj) = AE;; est la i-éme colonne de la matrice A, on en déduit que A est bien
la matrice nulle.

Finalement, on obtient P(p4) =0 <= P(A) =0.

De ce fait,

A diagonalisable <= 3P € K[X],P(A)=0
<> 4 diagonalisable

Soit A, B deux matrices de M, (C) telles que AB = BA.
On pose M € Ma,(C) définie par blocs par

A B
- (#2)
1 Soit P € C[X], exprimer P(M) en fonction de P(A), P'(A) et B.
2 En déduire que M est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et B = 0.

Soit M € M, (R) telle que
MY =M2_1,.

1 Montrer que M est diagonalisable.
2 Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de M ?
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EXER| m 1 On pourra commencer par calculer M* pour k € N

2 Si P est un polynome annulateur scindé a racines simples de A,
montrer que P(A) est une matrice inversible.

XERCIC iim 1 Déterminer un polynome annulateur de M de degrée 4.

IIIlIIIIIIIII|IIIIIIlIlIIIIlIIIIlIIllIIIIl_llllIlllIIlllIllllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
\ LE

1 Drapres le calcul des matrices par blocs.

AP:(A2 MB)pmAﬁ=<M:M%).

0| A 0| A
k k—1
Par une récurrence, on montre alors que pour k > 0, M* = ( /(1) I 5 T 2 ) :
d
De ce fait, en posant P = 3" a;X* un polynome,
k=0
d k| k—1
AP kapA*'B
Sl P(4) | P(A)B
P(M) = = = 0 P ;
K | P(4)
0 Z ava
k=0

2 Procédons par double implication.

On suppose que A est diagonalisable et que B = 0. Il existe alors un polynome P
scindé a racines simples tel que P(A) = 0. La question ci-dessus, nous donne alors

P(4) | P(A)B
P(M):( E))I P((A)) ):o.

Donc il existe un polynome P scindé a racines simples tel que P(M) = 0. Cela
implique que M est diagonalisable.

Réciproquement, on suppose que M est diagonalisable. Il existe alors un polynome
P scindé a racines simples tel que P(M) = 0. D’apres la question 1. on obtient que
P(A) = P'(A)B = 0. Le fait que A soit annulé par un polynoéme scindé a racines
simples nous dit que A est alors diagonalisable. On sait que P’ est scindé (comme

19. Montrer qu'un endomorphisme est diagonalisable en utilisant des polynomes annulateurs
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d—1
polynéme de C[X]). On le note P" = [] (X — p;). Les racines fi,. .., ftg_1 de
i=1
P’ ne sont pas des racines de P car sinon ce serait des racines doubles de P. On
en déduit que pour tout i compris entre 1 et d — 1, A — y;I,, est inversible (car ;
n’est pas dans le spectre de A) et donc P’(A) est inversible. Cela permet d’obtenir
que P'(A)B = 0 implique B = 0. On a bien montré que A était diagonalisable et
B=0

On sait que M T — M2 — T, donc. en élevant au carré

(M) = (MT)2 = (M? - L) = M* —2M* + I,
D’autre part, (M2)T = (MT + I,,)T7 = M + I,,. En utilisant ces deux égalités, on
obtient alors M + I, = M* —2M? +I,,. C’est-a-dire que P = X% —2X? — X annule
M. On factorise ce polynome, en voyant que 0 et —1 sont des racines évidentes :

P=Xt-0X? X =X(X+DX?2 X <1 =X (X +DYX <)X =)
14++5 1—+/5

ety =

oup =

. Le polynome P est donc scindé et a racines simples
ce qui implique que M est diagonalisable.

Comme le polynome P = X (X +1)(X —¢)(X —¢) annule M. on sait que les valeurs
propres de M appartiennent a {0, —1, ¢, @).
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Mettre en euure ie ilemme

Dans cette fiche, K désigne le corps R ou le corps C et £ un K-espace vectoriel de dimension
finie.

Rappelons I’énoncé du lemme de décomposition des noyaux dans le cas des endomor-
phismes d’un espace vectoriel de dimension finie.

Soit u un endomorphisme de E. Soit P, ... P; des polynomes deux a deux premiers
entreeuxet P = P; x --- x Py, ona:

d
Ker(P(u)) = @Ker(P,-(u))
i=1
En particulier si P est un polynome annulateur de u

d
E = P Ker(P;(u))
=1

Le lemme de décomposition des noyaux s exprime aussi dans le cas des matrices carrees.

Soit A une matrice carrée de taille n a coefficients dans K. Soit Py, ... P; des polynomes
deux a deux premiers entre eux et P = P} x --- x Pj,ona:

d
Ker(P(A)) = @ Ker(Pi(A))
=1

En particulier si P est un polynome annulateur de A

d
My 1(K) = @Ker(P,-(A))
i=1

Que faire?

Le lemme de décomposition des noyaux s utilise pour obtenir une décomposition de I’espace
vectoriel £ (dans le cas ou on travaille avec un polynome P annulateur de «) ou d’un sous-
espace vectoriel de £ en une somme directe de sous-espaces.

20. Mettre en ceuvre le lemme de décomposition des noyaux
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Pour utiliser le lemme de décomposition des noyaux. il est important de repérer le polynome
avec lequel on veut travailler (le polynome P de I'énonce) qui sera la plupart du temps un
polynome annulateur de u (ou de A). Il faut ensuite écrire ” comme un produit de polynomes
deux a deux premiers entre eux.

0 0 1
EXEMPLE1 Soit A = -4 2 2

-2 0 3
On veut montrer que les espaces vectoriels F; = Ker(A — I3) et F, = Ker(A — 213)? sont
supplémentaires dans M,, ;(R).
On vérifie par le calcul que P = X* —5X2 48X —4 = (X —1)(X —2)? est un polynéme
annulateur de A (de fait c’est son polynome caractéristique et donc P(A) = 0 d’apres le
théoréme de Cayley-Hamilton). Comme X — 1 et (X — 2) sont premiers entre eux. on
obtient directement d’apres le lemme des noyaux que

Fy e9F2:-/Vln,l(R)

Notons que 1’on peut obtenir le méme résultat en calculant explicitement Fj et F5.

Le lemme de décomposition des noyaux permet d’écrire I’espace vectoriel E ou M,, 1 (K)
comme une somme directe de sous-espaces vectoriels presque sans calculs. I1 est donc
intéressant meme dans les cas (comme I’exemple ci-dessus) ou 1’on peut arriver a lameéme
conclusion par le calcul.

Le lemme de décomposition des noyaux permet d’obtenir des sous-espaces vectoriels de
I’espace vectoriel £/ qui sont stables par I’endomorphisme considéré. En effet. pour tout
polynome P, le sous-espace vectoriel Ker(P(u)) est stable par u car si 2 € Ker(P(u))
alors u(2) aussi puisque, comme u et P(u) commutent, on a :

P(u)(u(z)) = u(P(u)(z)) = u(0g) =0g

Exempie traité

Soit u un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe un entier naturel p supérieur ou
égalal, Ay,..., \pdes scalaires deux a deux distincts et r1, . . ., rp des entiers non nuls tels

P
que P = [](X — A\i)" soit un polynéome scindé annulant «. On note pour tout i € [1, pJ,
i=1
P; = (X— X;)"™ et Cy = Ker(P;(u)).
1 Justifier que pour tout i € [1, p]. les sous-espaces vectoriels C; sont stables par u et

P
que £ = @ C;.
§=1
2 Montrer que pour tout 7 € 1, p]. I'endomorphisme wuc;, — A; Idc, est nilpotent ot uc,
designe I"’endomorphisme induit par u sur Cj.
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3 Endeéduire qu’il existe deux endomorphismes d et n de E tels que d soit diagonalisable.
n soit nilpotent, u = d + n et dn = nd.

SOLUTION

1 Onutilise le lemme de décomposition des noyaux. Les polynomes P, . .., P, sont pre-
miers entre eux de ce fait, comme P = Py X --- X P, est un polynome annulateur de

u,
E =XKer(P @Kel (Pi(u) GBC

i=1

De plus, les sous-espaces vectoriels C; sont stables par « (voir la justification ci-dessus
dans la rubrique « Conseils »).

2 Soiti € [1,p]. Par définition du sous-espace vectoriel C;, pour tout 2 dans C;, on a :
(u — AId)™(2) = Op. L’application ujc;, — A; Idc, est donc nilpotente.

P
3 Comme on a vu a la question 1 que E = € C; on peut définir les endomorphismes
i=1
d et n par leurs restrictions sur les sous-espaces vectoriels C;. Des lors on pose d et n
deéfinis par
Vi € [[lp]] adlC,- =NId et nic; = Yc; — Ai IdC,- .
On peut alors vérifier que n et d conviennent :

Si on considére une base B associée a la décomposition E = @F_, C;, c’est-a-dire
que B est obtenue en concaténant des bases de chaque Cj, la matrice de d dans la
base B est diagonale donc d est un endomorphisme diagonalisable.

On pose « le maximum des multiplicités dans P, c’est-a-dire o = n;ax] r;. Pour tout
i€[l,p
i€ [1,p],
n'|aC,- — (ule — )\2 IdCi)a =i}
De ce fait, n* = 0 donc n est nilpotent.

Pourtouti € [[1, p], d|c, et n|c, commutent car d|c;, est une homothétie. On en déduit
que nd = dn.

Pour tout i € [[1, p]. dic, + e, =Yg, doncd +n = u.

m Soit u un endomorphisme de E. On suppose que u? —3u+21Idp = 0. On
note £y = Ker(u — Idg) et E2 = Ker(u — 2Idg). On souhaite montrer que £ = E) & Es.

1 Dans cette question on n’utilisera pas le lemme de décomposition des noyaux
a. Montrer que F; et E5 sont en somme directe.

b. A l’aide d’un raisonnement par analyse-synthese, montrer que E et E» sont sup-
plémentaires.

20. Mettre en ceuvre le lemme de décomposition des noyaux 109
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2 Retrouver le résultat precédent en utilisant le lemme de décomposition des noyaux.

m Soit 7 un entier naturel non nul et « un endomorphisme de K" tel que
u® = —u et Rg(u) = 2n.

1 Justifier que F' = Ker(u) est de dimension n.

2 Montrer que F’ admet un supplémentaire G stable par u tel que la restriction u¢ de u a
G vérifie uZ, +Idg = 0.

m 1 a. Etudier les éléments de Ey N Es.

b. Considérer un ¢lément 2 de E et, pour I’analyse, supposer que
x se décompose sous la forme » = 2 + x5 ou 1y € Ej et
x9 € Eo.
2 Bien penser a vérifier les hypotheses du lemme de décomposition
des noyaux.

1 Appliquer le théoreme du rang.
2 Utiliser le lemme de décomposition des noyaux.

EXl

1 a. Soitz € Ej N E,. Par définition, u(z) = z car z € E; et u(z) = 2z car x € E».
On en déduit que = 2z ce qui implique que 2 = 0. Finalement £y, N Ez = {0}
ce qui implique que E et E5 sont en somme directe.

b. On veut montrer que £/ = F & Ey. Comme on a vu que E et E5 sont en somme
directe, il suffit de montrer que £ = E'1+ E>5. Pour ce faire, on consideére un élément
2 dans E et on va chercher ; € E, 29 € E» tels que 2 = 21 + 2. On procede
par analyse-synthese.

Analyse : on suppose qu’il existe 1 € E) et zg € Es tels que 2 = 27 + x2. On
applique alors I’endomorphisme u :

u(z) = u(xy) + u(ze) = 21 + 229

Reduction des endomorphismes



On voit donc que nécessairement (21, xo) vérifie le systeme

1 +2x2 = 2
1+ 229 = u(x)
Cela implique que z; = 22 — u(2) et xo = —x + u(x).

Syntheése : considérons x1 = 2z — u(z) et 22 = u(x) — 2.
Il est clair que 21 + @2 = 2. Il nous faut vérifier que 1 € E et x5 € E».
On a. en utilisant la relation ©2 = 3u — 2Idg.

w(zy) = 2u(z) — v?(z) = 2u(z) — Bu(z) — 22) = —u(z) + 22 = 2

Cela prouve que 21 € Ej.
De méme,

u(xe) = u?(z) — u(z) = (Su(z) — 2z) — u(z) = 2u(z) — 2z = 229

Ceci prouve que x9 € Fy.
Finalement, on a bien montré que £ & Ey = E.

2 Retrouvons le résultat avec le lemme de décomposition des noyaux.

Le polynome P = X2 — 3X + 2 est un polynome annulateur de w. Il se factorise en
P=PPouP = (X—1)et P, = (X — 2) avec P, et P, premiers entre eux.
D’apres le lemme des décomposition des noyaux :

E =Ker(P(u)) = Ker(P;(u)) @& Ker(Ps(u)) = Ey & Es

1 On applique le théoreme du rang a I’endomorphisme u :
dim Ker(u) = dim K*" — Rg(u) = 3n — 2n = n.

2 Lepolynome P = X? + X annule u. Il se factorise en P = X (X? 4+ 1). Comme X

et X2 +1 sont glemlels entre eux (cela peut se justifier en exhibant une relation de
Bézout : 1 x ( X x X = 1), on peut appliquer le lemme de décomposition
des noyaux.

K3 = Ker(P(u)) = Ker(u) @ Ker(u? + Id)

On pose alors G = Ker(u? + Id). Il est bien stable par u comme cela a été prouvé
dans la section « Conseils ». De plus, si on note u¢ I’endomorphisme induit par u sur
le sous-espace vectoriel G, u2, + Id; = 0 par définition de G.

20. Mettre en ceuvre le lemme de décomposition des noyaux m
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Montrer quune fonction est convexe ‘q/ m

Quand on ne sait pas!

Soit 7 un intervalle de R. Une fonction f : I — R est convexe si :

V(z,y) € I, YA € [0,1], f(ha + (1 = A)y) < Af(2) + (1= X)f(y)

On dit qu'une fonction f est concave si — f est convexe (I'inégalité de la définition est dans
I’autre sens).

Que faire?

© Si f est dérivable sur I, f est convexe si et seulement si f’ est croissante sur I.
© Si f est deux fois dérivable sur I. f est convexe si et seulement si f” est positive sur .

© On utilise tres rarement la définition pour montrer qu’une fonction est convexe.
- Ne pas oublier de préciser que f est dérivable ou deux fois dérivable pour utiliser une des
caractérisations.

Soit f :]1, +o00[— R la fonction définie par :
Va > 1, f(z) = —In(ln(z))

Montrer que f est convexe sur |1, +00].

21. Montrer qu’une fonction est convexe 115
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SOLUTION
La fonction logarithme népérien est a valeurs strictement positives sur |1, +oo[ donc la fonc-
tion f est deux fois dérivable par composition de fonctions deux fois dérivables. On a pour
tout réel = > 1,

: . 1
fl)= —hl(il?) . T In(z)
et h( ) i
vy (@) +
@)= Gn@)y ~°

car In(z) > 0 siz > 1. Ainsi, f est convexe sur |1, +o0[.

: 1 Am
HiWS

Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction sinus est convexe.

DIOINr
\m

Soient I et .J deux intervalles de R, f : I — .J une fonction convexe et g : J — R une
fonction convexe et croissante. Montrer que g o f : I — R est une fonction convexe.

I1 suffit de connaitre le signe de la fonction sinus.

1 EXERC! I;{}iﬁm Partir de la définition de la convexité de f puis utiliser que g conserve
I’ordre des inégalités.

PERRERRRR R . ' . . CLLRRR LR R R R RE)
: ,;'Vm
d o

La fonction sinus est deux fois dérivable sur R et pour tout reel 2.
sin”(z) = — sin(2)
La fonction sinus est négative sur les intervalles de la forme [(2k+1)7, (2k+2)7| ou k € Z

donc la derivée seconde de la fonction sinus est positive sur ces intervalles ce qui implique
que la fonction sinus est convexe sur ces intervalles.

Fonctions convexes



Soient (z,y) € I? et A € [0, 1]. La fonction f est convexe sur I donc :
fz+(1-Ny) <Af(z) + (1 - A)f(y)

On sait que f est a valeurs dans .J donc f(Azx + (1 — A)y), f(x) et f(y) sont des éléments
de J. De plus, .J est un intervalle donc convexe ce qui implique (sachant que A € [0, 1]) que

Af(xz) + (1 — X) f(y) appartient aussi a .J. La fonction g étant croissante sur .J, on déduit
de I'inégalité précédente que :

g(f(Az + (L= N)y)) < g(Af(2) + (1 = N)f(y))
puis par convexité de g sur J :
9(f(Az + (1= N)y)) < Ag(f(2)) + (1 = N)g(f(¥))
ce qui s’ écrit aussi :
(go f)(Az+ (1 =AN)y) < Ago f)(@)+ (1= A)(go f)(y)

Ainsi. g o f : I — R est une fonction convexe.

21. Montrer qu’une fonction est convexe
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pour démontrer des inégalités

Soit I un intervalle de R. Si une fonction f : I — R est convexe, alors :

V(2,y) € I, VA€ [0,1], f(Ax + (1= Ny) < Af(2) + (1= N)f(v)
Cette inégalité peut-etre généralisée, c’est ce que I’on appelle I'inégalite de Jensen :

Soient f : I — R une fonction convexe et n € N*. Pour tout (21,...,2,) € I" et tout
pour tous reels positifs Aj. ..., Ay, de somme égalea 1. ona:

f (Z Am) <> Aif(ai)
=1 =1

On a aussi les deux résultats géomeétriques suivants :

~ Si f est convexe sur [ alors sa courbe Cy est « en dessous de ses cordes » (une corde
est un segment reliant deux points de la courbe). Plus précisément : si f est convexe
sur I alors pour tout (a,b) € I avec a < bet A(a, f(a)) et B(b, f(b)) deux points de
Cy. Cy est en dessous de [AB] sur I'intervalle [a, b].
La fonction f est convexe sur [ si et seulement Cy est au dessus de ses tangentes sur /.

Que faire?

Pour vérifier qu’une fonction est convexe. on utilise une des deux caractérisations usuelles
(voir la fiche 21).
On adapte les résultats préceédents si la fonction est concave.

En utilisant la convexité de la fonction exponentielle, on montre 1’inégalité tres classique
suivante :
VieR,e*>1+zx

118 Fonctions convexes



En utilisant la concavité de la fonction 2 +— In(1+2) sur |—1, +o0[, on montre I"inégalité
tres classique suivante :
Vz>—1, In(l+2) <%

Montrer que pour tout réel x, e* > x + 1.

SOLUTION
La fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R.
Pour tout réel 2. on a exp”(z) = exp(x) > 0. donc la fonction exponentielle est convexe
sur R. Sa tangente au point d’abscisse 0 a pour équation :

y=e(z-0)+e’=2+1
Par convexite, on en deduit que pour tout reel 2,

eT>z+1
Exercices

Montrer que pour tout z € [0, 5], 22 < sin(z) < 2.
-
Soient n € N* et ay,...,a, des réels strictement positifs. Montrer que :

ay+ay+---+an
n

vaias---ay <

Utiliser ’exercice 1 de la fiche 21 et utiliser les résultats liés aux cordes
et aux tangentes.

B

Utiliser la concavité de la fonction logarithme népérien et I’inégalité de
Jensen

22. Utiliser les fonctions convexes pour démontrer des inégalités

19
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Dapres I’exercice 1 de la fiche 21, la fonction sinus est concave sur [0, 5|. La tangente a la
courbe de la fonction sinus au point d’abscisse 0 a pour équation :

y = sin’(0)(z — 0) +sin(0) = 2
Par concavité, on en déduit que pour tout réel x € [0, 5.
sin(z) < x

Toujours par concavité, la courbe de la fonction sinus est située au dessus de la corde joignant
(0,sin(0)) = (0.0) a (5.sin(3)) = (5, 1). La droite passant par ces deux points passe par
I’origine et son coefficient directeur vaut % donc son équation est y = %m. Ainsi, pour tout
z € [0,3], )

—z < sin(z

Z2 < sinx)

On a donc prouve I’inégalité souhaitée.

La fonction logarithme népérien est deux fois dérivable sur R et pour tout réel 2 > 0,

1
In"(z) = 5 & 0

Ainsi, la fonction logarithme népérien est concave sur R’ . Posons :

M=XA=-=Ap=—

Ces réels sont positifs et de somme égale a 1 donc d’apres I'inégalité de Jensen, on en déduit
que :

- o nisite s In(ay) + - -+ In(ay) _ In(ap ---ay)
n - n n

Par croissance de la fonction exponentielle sur R. on en déduit que :

n n

u>exp(w)— Y
> — 3 g n

On a donc prouve I’inégalite souhaitée.

Fonctions convexes
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Montrer qu'une partie d'un espace

vectoriel est conuexe

Soit C une partie d’un espace vectoriel £. On dit que C' est convexe si :

YA€ [0,1], Y(z,y) €C% Az +(1- Ny eC

Géometriquement. un ensemble C' est convexe si pour tout couple de vecteurs de celui-ci,
le « segment » formé par ces vecteurs est inclus dans C'.

Que faire?

~ Pour montrer qu’'une partie est convexe, il suffit souvent de revenir a la définition.

~ Savoir que tout sous-espace vectoriel, d'un espace vectoriel £, est un convexe de E.
Savoir que les intervalles de R sont des convexes de R.

Soient (£, || - ||) un espace vectoriel normé, a € E et r € R,. On note B(a,r) la boule
ouverte de centre a et de rayon 7. Montrer que B(a, ) est un convexe de E.

' SOLUTION
Soient (2,y) € B(a,r)?et A €[0,1].Ona:

Az + (1= Ay) —al = [[Adz+ (1= Ay — (A+ (1= A))a]
=AMz —a) + (1 = A)(y —a)|
< Az =a)]| + (1 = A)(y = a)l

d’apres I’inégalité triangulaire. Or A et 1 — A sont positifs donc on en déduit que :
Az + (1 = Ay) —al| < Allz —a + (1 = A)lly —a

23. Montrer qu‘une partie d'un espace vectoriel est convexe 123
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Sachant que « et y appartiennent a B(a, ), on obtient finalement que :
N+ (1—=Ay)—a|| <Ar+(1-Ar=1

Ainsi Az + (1 — Ay) € B(a,r). On a donc bien montré que B(a, r) était convexe.

AL btl::mm
cauive

On dit qu’une matrice carrée est stochastique si ses coefficients appartiennent a [0, 1] et si la
somme des coefficients de chacune de ses lignes vaut 1. Montrer que I’ensemble S. constitué
des matrices stochastiques de M,,(R), est un convexe de M,,(R).

‘\.l-m

Montrer que GL,, (R), I’ensemble des matrices inversibles de M,,(R), n’est pas un ensemble
convexe de M, (R).

= m

Soient E' et F' deux espaces vectoriels et f : £ — F une application linéaire. Montrer que
si C' est un convexe de E alors f(C') est un convexe de F'.

Revenir a la définition.

Trouver un exemple simple de deux matrices inversibles A et B telles

que %(A + B) ne soit pas inversible.

7“'[{1'"3 Un élément de f(C') s”écrit sous la forme f(c) ou ¢ appartient a C.

TERRRRRR R nnnnnennnnnnnnn s.llll.ls ..s .l.'elc.s TERRERRRR e
EXERCICE 23.1 |

Montrons que S est convexe, ¢’est-a-dire :
V(A,B) € 8%, VA€ [0,1], \MA+(1-A)BeS
Soient (A, B) € S%et A € [0,1]. Ennotant A = (a; ;) et B = (b;j),ona:
M+ (1= 2)B = (Aaij + (1 — A)bij)

Espaces vectoriels normes



Les coefficients a; j et b; ; sont dans [0, 1] qui est convexe donc les réels Aa; j + (1 — A)b;
aussi. Par définition de S, on sait que pour touti € {1,...,n},

n n
Y =Y bg=1
=1 i=1

Ainsi,
n n
> (Aaij+ (1= Nbiy) /\Za” 1=X)) biy
j=1 j=1
_A+1—A
=1

donc AA + (1 — \) B appartient a S. On en déduit que S est convexe.

| R E
=S e
TR

J L

L= Aod

La matrice identité [,, est inversible, son opposé aussi. Si par 1’absurde, GL,,(R) était un

., & B s g ; :
ensemble convexe, la matrice 3 (I, — I,) devrait étre inversible. C’est faux car la matrice
nulle n’est pas inversible. Ainsi, GL,, (R) n’est pas un ensemble convexe de M, (R).

Soient ¥y, yo deux éléments de f(C) et A € [0, 1]. Montrons que :
Ay1 + (1= Ay € f(C)
Par définition, il existe deux éléments de C, ¢ et ca, tels que f(c1) = y; et f(c2) = yo.

Ainsi :
Ay + (1= Aya = Af(er) + (1 = A) fe2) = f(Aer + (1 — A)ea)

car f est linéaire. Or C est convexe et ¢;. ¢o sont deux éléments de C' donc Acy + (1 — A)ea
appartient a C' ce qui implique que :

A1+ (1= XNya = f(Aer + (1 = N)ep) € f(O)

Ainsi, f(C) est un convexe de F'.

23. Montrer quune partie d'un espace vectoriel est convexe
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Montrer qu'une application

La notation £ désigne un K—espace vectoriel de dimension finie ou non.
Une norme est une application N : £ — R vérifiant :

(Positivité) Vv € E, N(v) >0

(Séparation) N(v) =0 v =0

(Homogénéité) YA e R, Vv e E, N(Av)=|AN(v)

(Inégalité Triangulaire) V(v,w) € B2, N(v+w) < N(v) + N(w)

EXEMPLE 1
Pour tout (z,y) € R2, N ((2,y)) = max{|z|, |y|} définit une norme.

Que faire ?
~ Pour prouver I’'inégalité triangulaire, il faut parfois démontrer des inégalités du type
max{|z1 + a1, [¢2 + az|} < max{[a1], [x2[} + max{|ai], |az|}
pour cela on justifie que, pouri € {1,2},
|2 + ai| < |2i] + |ai| < max{|a1], |22|} + max{|ai], [az|}

puis on utilise la définition du max.
Le principe est le méme si la norme est définie a I’aide d’un sup.

Pour prouver I’homogénéité, il faut parfois démontrer que N (Av) < |A| N(v) (par exemple
en raisonnant comme a I’item précédent) puis, pour A # 0, on utilise

N(w)=N (%v) < ﬁN()\v)

pour conclure (voir I’exercice 24.1).
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Certaines normes sont définies par des intégrales. Il est bon de se souvenir que si I'inte-
grale d’une fonction continue, positive est nulle alors cette fonction est nulle sur I’inter-
valle d’intégration.

Lorsque I’expression deéfinissant la norme comporte des termes élevés au carré (et des
racines carrées), il peut s’agir d’une norme euclidienne.

Dans ce cas la, on forme. par la « regle du dédoublement » la forme bilinéaire associée et
on cherche a prouver qu’il s’agit d un produit scalaire.

EXEMPLE 2
Montrer que N (2., 2)) = /22 + 2y2 + 322 définit une norme sur R,

SOLUTION

On définit la forme bilinéaire ¢ ((21,y1.21), (22,2, 22)) = 2122 + 2y1y2 + 32122. On
verifie alors qu’elle définit un produit scalaire (voir fiche 37 ).

Par suite, N(((z,y,2)) = /¢ ((z,y,2),(2,y,2)) est la norme associée a ce produit
scalaire.

On rappelle que deux normes N; et Ny définies sur un espace vectoriel normeé E sont équi-
valentes s’il existe a1, a2 € R tels que

Yv e E, a1 Ni1(v) < Na(v) < aaN1(v)
Soient, dans E = C! ([0, 1], R), deux applications Ny et Ny de E dans R définies par
1 1
M) =lrO1+2 [ [role a N =20501+ [ |ro]a
0 0
Montrer que ce sont des normes et qu’elles sont équivalentes.

SOLUTION
On pose par commodité, pour i € {1, 2},

1
Nif) = ailfO) +bi [ |70

avec (a1,b1) = (1,2) et (a2,b2) = (2,1).
Positivité : Il est tout d’abord clair que | f(0)| = 0 et, par positivité de I’intégrale,

1
| Irolat=o
0

donc N;(f) = 0(cara; = Oet b; > 0).

24. Montrer qu’une application est une norme
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Séparation : Il est clair que N;(0) = 0. Soit f € E :

o |£(0 )I—0
Nz(f)_0:>{f0|f, |df

Comme f est de classe C', f’ est continue. deés lors t > |f’(t)| est positive, continue,
d’intégrale nulle, d’ou ¢ — f'(t) est nulle sur [0, 1]. Ainsi, ¢t — f() est constante égale a
f(0) = 0. 11 s’agit donc de la fonction nulle.

Homogeénéité : En utilisant le fait que la valeur absolue est une norme et la linéarité de
I'intégration on a, pour A € Ret f € E:

1
M) = MO+ 6 [ 0]t
1
= a; || |£(0)] + b /O N |£(2)]

1
= WIFO+ 5[ 17O]d =N N

ce qui etablit le résultat.
Inégalité triangulaire : En utilisant le fait que la valeur absolue vérifie I’inégalité triangulaire
et que 'intégrale est croissante et linéaire, pour (f,g) € E? :

1
Ni(f+g):ai|(f+g)(0)|+bi/0 I(f +9)(8)] dt
1
< a;|f(0)] + a; |9(0)|+bi/ (|F®]+g'@)]) at

< a;|£(0)] + i |9(0) |+b/|f |dr+b/|g ()| dt = Ni(f) + Ni(g)

ce qui etablit le résultat attendu.
Enfin. ces deux normes sont équivalentes, puisque. pour f € E.

S M) < Na(f) < 2N (1)

Exercices
m Pour A € M,,(C), on pose

[|A|| = max Z|a”|

I<j<sn

Espaces vectoriels normes



Montrer que ||-|| est une norme et que :

V(4,B) € Ma(C)?, ||ABJ| < ||All x ||B|
O Source : D'aprés Mines-Pont MP

m Soit (E, ||||) un R—espace vectoriel normé et f € L(E).

On définit ’application N sur E en posant N () = || f(z)||.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que N deéfinisse une norme sur £.

m Majorer les expressions sans le maximum, puis utiliser le fait que le
maximum est, par définition, le plus petit des majorants.

m Remarquer que la linéarité de f donne deux des axiomes sur quatre.

m On vérifie les axiomes.

n
Positivité : Vj € [1.n], > |a; ;| = 0 et comme le maximum d’une partie positive est
i=1

positive || A|| > 0.

Séparation : Clairement ||0|| = 0. Réciproquement, si || A|| = 0 alors, pour tout j € [1,n].
>~ lai j| = 0. or une somme de nombres positifs est nulle si et seulement chacun des termes
i

I’est. Par suite, pour tout (i, j) € [1,72]% a;j = 0 d’oit A = 0.

Homogénéité : Si A = 0, ||AA|| = ||0]| = 0 = |A|||A]|. Soit maintenant A € R*, clairement
Vj € [1,n],

n n
D Paigl =AY laizl < A4l
=1 i=1
et par définition du maximum, il vient [|[AA|| < |A|||A||. Ensuite, on peut écrire
A
—A
A

ce qui prouve 1’égalité par double inégalité.

1 1
|1A[| = <AL dron AfJA]] < [[A4]]

24. Montrer qu’une application est une norme 129
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Inégalité triangulaire : soit (A, B) € M, (C)2,Vj € [1,n].

n n

n
D laig+bigl <D laigl+ ) lbigl < 1Al +|B|
=1

par suite, par définition du maximum, ||A + B|| < ||A|| + || B]|.

Finalement, ||-|| définit bien une norme.

En notant, pour tout (i, j) € [1, -n]]g, ¢; j le coefficient correspondant dans le produit AB,
on a, pour tout j € [1,n] :

n

n n n n
Z |ci | = Z Zaikbkj < ZZ |aikbr;|
i=1

i=1 k=1 =1 k=1
n n
<Y Iyl (Z |aik|>
k=1 =1
n
< Ibesl 1Al
k=1

n
<Al lbwg] < [lAI % [1B]]
k=1
et par définition du maximum, il s’ensuit que ||AB|| < ||A]|| x || B|| comme annoncé.

m On vérifie les différents axiomes.
Tout d’abord pour x € E. f(x) € E d’ou N(x) = ||f(2)|| = 0 ce qui assure la positivité.
Soit z € E, N(z) = 0 & f(x) = 0 donc il est nécessaire que f(z) = 0 = 2 = 0,
c’est-a-dire que f soit injective pour obtenir I’axiome de séparation.
Soit A\ € R,z € E. N(Az) = ||f (A\2)|| = ||Af(2)|| = |Al || f(2)|| = |A| N(2). Lhomogé-
néité est donc vérifiee.
Soit (z,y) € E2,

N(z+y) = [|(f(z +y)Il = [I(F(z) + F@)I < IF @) + [[f@)]| = N(z) + N(y)
ce qui assure I’inégalité triangulaire.

En conclusion, la seule condition nécessaire est I’injectivité de f et elle est également suffi-
sante.
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d'un espace vectoriel norme 7,
converge ou diverge '

Montrer qu'une suite d'éiéments ai m

On considére un K espace vectoriel £ muni d’une norme notée ||.||.

Soit (uy,) une suite d’éléments de E et £ un élément de E, on dit que (u,,) tend vers £
si, pour tout £ > 0 il existe N tel que pourn > N, ||u, — ¢|| < e.

On note alors (u,) — £ ou lim(uy,) = £.

Cela revient au fait que la suite réelle (||un, — £||) tende vers 0.

Sil’espace vectoriel E est de dimension finie. on peut tester la convergence d’une suite

« coordonnée par coordonnee ». Précisément, en gardant les notations précédentes et
en posant B = (ey, ..., ep) une base de E, si on note pour tout n € N,

Un = un(l)er + - + un(p)ep

etsionnote £ = £(1)e; +- - -+ £(p)ep. la suite (u,) tend vers £ si et seulement si. pour
tout 7 compris entre 1 et p, la suite scalaire (u, (7)) tend vers £(i).

Que faire?

Dans le cas général (c’est-a-dire sil’espace vectoriel £ n’est pas de dimension finie). pour
montrer qu’une suite (u,) converge, il faut déterminer la limite ¢ de la suite puis montrer
que la suite réelle (||u, — ¢||) tend vers 0. La plupart du temps cela se fait par majoration
de ce terme.

EXEMPLE1 On considére 'espace vectoriel F des fonctions continues sur [0, 1] et a valeurs
dans R. On considere la norme ||.||; définie par

1
VfeE, ||flh =/0 | f(t)|dt

On considere la suite ( f,,) d’éléments de E définie par

1
147

VneN, fn:t—

On veut montrer que (f,) tend vers o : t — 1.
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Pour tout n € N,

1 1 1 mn 1 1
[|fn— |1 :/ —1{dt :/ dt S/ "dt=
0 1+t‘n 0 1+t’ll 0 n.+1

On en déduit que lim ||f, — h||; = 0 et donc (f,) — h.
n—-+400

Dans le cas ou I’espace vectoriel £ est de dimension finie, on peut procéder comme ci-
dessus mais on peut aussi se servir d’'une base de E et montrer la convergence coordonnéee
par coordonnée : voir I’exemple traité

Comme on I’a déja dit, il est important de regarder si on travaille dans un espace vectoriel
de dimension finie ou pas car les méthodes a utiliser peuvent alors étre différentes.

Dans le cas ou E n’est pas de dimension finie. il faut faire attention a la norme choisie.
En effet, il se peut qu'une suite converge vers un élément / pour une norme mais pas pour
une autre. Si on reprend I’exemple 1 ci-dessus mais que I’on remplace la norme par la
norme infinie ||.||, définie par

Vf€E, ||flle= sup |f(z)]
x€[0,1]

alors la suite ( f;,) ne converge plus vers h. En effet pour tout entier n > 0 :

1
[1£n = Blloe 2 £a(1) = ()| = 5

Soit a € R.. On considere la matrice A = ( 8 c11 ) =al+N,ouN = ( 8 (1) )

On veut étudier la convergence de la suite (A™),>.

Soit n > 1, calculer A™.

2 En déduire une condition sur o pour que la suite (A"),,>1 converge.

SOLUTION

1 Onremarque que N2 = 0 et donc pour tout entier p > 2, N? = (.
Comme a5 et N commutent, pour tout entier n > 2,

=
A" = (alp + N)" = Z (ll) a® P NP = oIy + na™ !N
p
p=0
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C’est-a-dire
An — a®™ na™1
L 0 o™

Cette formule est encore vérifiée pour n = 1.
2 En travaillant avec la base canonique de My (R), on obtient que (A™),>; converge si
et seulement si (a"),>1 et (na™'),>1 convergent. Finalement :

Sia > 1, la suite (A"),,>1 diverge.
Sia < 1, la suite (A, ),>1 converge vers la matrice nulle.

=

Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme notée ||.||. Soit  un endo-

morphisme de (@)|] < ||z])-
Pour tout entier naturel £ non nul. on considere I’endomorphisme

p—

k—l)

?~n

.
Z ~(idg +u+u+--- +u
=0

?*-Iv—*

ou id g représente I’endomorphisme identité de E.

1 Soitz € Ker(u — idg). Déterminer lim rg(2).
k—+oc

2 Soit 2 € Im(u — idg). Montrer que . lim ri(z) =0p.

—+400
En déduire que E = Ker(u — idg) ¢ Im(u — idg).

Soit 2 un vecteur quelconque. Montrer que la suite (7 (2))ren+ converge vers un vec-
teur de E, que I’on caractérisera géometriquement.

On travaille dans I’espace vectoriel R[X] et on considere la norme ||.|| définie par
ZakX’" = max {|ak| , k € N}
k>0

Pour tout entier 7, on pose

1 1
B =14 X4 K4 —XN
2! n!

Montrer que la suite (P;,) diverge.

25. Montrer qu’une suite d"éléments d’un espace vectoriel normé converge ou diverge
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Pour € Ker(u — idg) et 1 € N, calculer u!(2).
Faire apparaitre un téléscopage.
Montrer que Ker(u — idg) NIm(u — idg) = {0 }.

Utiliser la décomposition démontrée a la question précédente.

- W N -

\CICE Raisonner par 1’absurde. Supposer que la suite (F,) tend vers un poly-
nome @ et minorer || P, — Q||.

BERRERRR e nnnmm s"""" '.s .l""'.s BEERRRRER R e nnnnnnnnmn

Soit 2 € Ker(u—idp). Par définition, u(2) = 2 et donc, par une récurrence immeédiate,
pour tout I € N, u!(x) = 2. On en déduit que pour tout k € N* :

k—

rE(T) = %Z ul(z) =
1=0

>~
-

x| =
i
o

La suite (rg(x))x>1 est donc constante. On en déduit que . lllil () =2
—+00

Soit # € Im(u — 1dp). Par définition. il existe y € E tel que 2 = u(y) — y. Pour tout
I € Nonaalors ul(2) = u!*!(y) — ul(y). De ce fait, pour tout k € N*,

() = ¢ Y ul@) = ¢ . (') ~utw)) = 7 () ~ v)

La derniere égalité étant un téléscopage. Par hypothese, ||u(y)|| < ||y|| et. par récur-
rence, on obtient que pour tout entier & > 1. ||[u*(y)|| < ||y||. Cela implique que

1 1
Irs(@) — Ogll = i)l < 7 1) — oll < 7 (@)1 + Ilull) < 211l
On en déduit que lim ||rg(2) — Op|| = 0 et donc (rg(2)) — Op.
k—+00

Soit # € Ker(u — idg) N Im(u — idg). D’apres les deux questions précédentes, la
suite (rx(2))x>1 tend vers = (car € Ker(u — idp)) et elle tend aussi vers O (car
x € Im(u — idg)).

Par unicité de la limite, # = Op. Cela montre que Ker(u —idp) NIm(u—idg) = {0p}
ce qui implique que Ker(u — idg) et Im(u — idg) sont en somme directe.
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Comme de plus, d’apres le théoreme du rang,
dim (Ker(u — idg)) + dim (Im(z — idg)) = dim £

on obtient que Ker(u —idg) & Im(u — idp) = E.

4 Soit z un vecteur de E. D’apres la question précédente. il existe a € Ker(u — idg) et
B € Im(u —idg) tels que 2 = o + 3. Pour tout k& > 1, rp(2) = rr(a) + ri(3) car rp
est linéaire. On a vu que (r;(a)) — acet (rp(53)) — Op. Par addition, on en déduit
que li1il ri(z) = a. C’est-a-dire que la suite (rg(2))r>1 converge vers la projection

:—+00 -

de 2 sur Ker(u — idp) parallelement a Im(u — idg).

d
Supposons par I’absurde que la suite (F,) converge vers un polynome noté Q@ = > qp X k
k=0
ou d est le degré de (). Pour tout entier n > d.

8 AT g oo 1ox
Pn—sz:(H—qk)X + ) =X

k=0 k=d+1

En particulier, le coefficient de degré d + 1 de P, — @ est (?J:_l)'
On en déduit que pour tout entier n > d. || P, — Q|| > (T+l_lﬁ' Cela contredit la convergence

de la suite (P,) vers Q.

25. Montrer qu’une suite d"éléments d’un espace vectoriel normé converge ou diverge
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sont équivaientes

On considere un K-espace vectoriel E.

Soit V; et N deux normes sur £. On dit que /Ny et N, sont équivalentes s’il existe deux
reels strictement positifs « et 3 tels que :

Vz € E,aNi(z) < Na(z) < BNa(2)

Notons que 1’équivalence des normes est une relation d’équivalence

La notion de normes équivalentes est importante car si Nq et /N, sont des normes équiva-
lentes alors si (uy) est une suite d’éléments de E et si £ est un élément de E alors (uy)
tend vers £ pour NVj si et seulement si (u,,) tend vers £ pour No. On en déduit que les
notions d’ouvert, de ferme, de partie dense, etc sont les mémes pour les deux normes.

Que faire?

La premiere chose a vérifier est de regarder si ’espace vectoriel sur lequel on travaille
est de dimension finie. En effet. s1 £ est de dimension finie alors toutes les normes sont
équivalentes. Il n’y a donc rien a faire....
Supposons que E n’est pas un espace vectoriel de dimension finie. Pour montrer que deux
normes N; et Ny sont équivalentes, il faut trouver des constantes strictement positives «
et 3 telles que :

Va € E,aN;(z) < Na(z) < BNa(2)

Pour cela on considére un élément 2 de E et on essaye de majorer Ny (z) en fonction de
Ns(z) puis on essaye de majorer Na(z) en fonction de Ny (2).

EXEMPLE1 On consideére £ = R" et on étudie les normes ||.||; et ||.||~ définies par :

n

Vz = (21,...,20) €E, |lz]li =) |l et ||2]loo = max {|z;] , i € [1,n]}

i=1

Comme FE est de dimension finie, on sait que ces normes sont équivalentes. Essayons
quand méme de le montrer « a la main » c¢’est-a-dire sans utiliser ce théoreme.
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n n
llelli = l2il < D l2lloo < 7|20
i=1 i=1

De méme,

n
|2]|oc = max {|2;] , i € [1,n]} < Z |2;| = ||2]|1
1=1

On en déduit que
1Z]loe < [l2[l1 < nlf2]]oo

ce qui montre bien que les deux normes sont équivalentes.
Supposons que E n’est pas un espace vectoriel de dimension finie. Pour montrer que deux
normes N et N ne sont pas équivalentes. il faut montrer que I’on ne peut pas trouver
a > 0 tel que pour tout 2 € E, aNj(z) < Na(x) ou que I’on ne peut pas trouver 3 > 0
tel que pour tout 2 € E, Na(z) < BN;(2).

On peut remarquer que I’existence d’un réel o strictement positif tel que pour tout 2
dans E, aNj(x) < Na(z) implique que, quand 2 varie dans E'\ {Op}. o)

21T
(par %) et le fait qu’il existe 3 > 0 tel que pour tout 2 dans E, No(2) < SN;(2) implique

que, quand 2 varie dans F \ {Op}, xfg; est majoré (par /3).

est majore

Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes, il suffit donc de montrer que la

Ny (z) o No(z) s . o g
Na(@) OV la quantité (z) I est pas majoree. Cela peut se montrer en exhibant une

Ni(z
suite (2, ) d’éléments de F tels que (M
2(2n)

quantite

No(zy) )
tende vers +oc ou telle que | ———=
) 4 ( Ny (-Tn)

tende vers +00.

I itte a échanger NV, 2 s ce qui précede, on peut se ramener a montrer
Notons que quitte a échanger Ny et N, dans ce ‘écede, on peut se ramener a montrer
que des quantités ne sont pas minorées ou qu’elles tendent vers 0.

On peut aussi utiliser d’autres meéthodes plus évoluées. Comme expliqué a la fin du premier
paragraphe, si N et N» sont équivalentes alors toutes les notions de convergence, continuité,
ouvert, fermé, etc sont les mémes pour les deux normes. Si on sait montrer par exemple
qu’une partie X de E est ouverte pour N; et pas pour Ny alors cela signifie que Ny et Na
ne sont pas eéquivalentes.

26. Montrer que des normes sont équivalentes
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Soit E = CY([0, 1], R) I’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R.
On considere les normes ||.||1 et ||.||~ définies par

1
vf e B, |Ifll =/0 IFlet|1fllso = sup {I£(®)] ., t € [0,1]}

Pour tout entier n, on pose f, : t — t".

1 Soitn € N. Calculer ||fn||1 et || fa]|co-
2 Lesnormes ||.|| et ||.||c sont-elles équivalentes ?

SOLUTION

1 Soitn € N.
1

: n tn+l !
[ fnll /0 [n+ 1]0 n+1

et || fnlloo = | fn(1)| = 1 car | f,,| est croissante.
[|.fnlloo
”fn“l

2 Les normes ne sont pas equivalentes car = n + 1 tend vers +oc quand n tend

vers +0c et donc n’est pas majore.
On vient de montrer qu’il n’existe pas de constante 3 telle que ||.||oc < 3]|.||1. Par

1
contre pour toute fonction f dans E. ||f||; = / If] < ||f]loo
0

On considere I’espace vectoriel £ = C 1 ([0,1],R). On considere les deux normes suivantes :
Vf € E, Ni(f) = Iflloo + |/ ]loc et Na(f) = |£(0)] + || f'|]oc

1 Montrer que N et ||.||o ne sont pas équivalentes.
2 Montrer que N; et N, sont équivalentes.

Nl(fn)
”anOO

tende vers

m 1 Trouver une suite de fonctions (f,) telle que

+00 quand n tend vers +oc.
2  Montrer que No(f) < Ni(f) < 2Na(f).
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On veut montrer que N et ||.||« ne sont pas équivalentes.

Comme il est clair que ||.||oc < Nj. il faut montrer qu’il n’existe pas de constante
3 > Otelle que Ny < f|.||c0» ¢ est-a-dire que quand f décrit I’ensemble des fonctions

non nulles, n’est pas majore.

1
£ lloo
On considere, pour un entier naturel n non nul, les fonctions f,, : £ — ™. Il est clair
que ||fnlloo = 1. De plus f! : t + nt" ! et donc ||f,||c = n. Cela implique que

Ni(fn) =n+1.

Ni(f) o T . = n + 1. On obtient que lim ilf)
£ 1l 1

n—-+00 || flloo
mmplique que les normes ne sont pas equivalentes.
Soit f € E, par définition, |f(0)| < || f||s done Nao(f) < Ny(f).
On cherche maintenant a majorer Ny(f) par 2No(f). Pour cela il suffit de majorer
[|f]loc et || f'||oc par Nao(f). Il est évident que || f/||oc < Na(f).

xT
De plus, pour tout 2 € [0, 1], f(z) — f(0) = / f'(t)dt. De ce fait :
0

Finalement, = 400 ce qui

@l = o+ [ o
< 170+ [ Il

FO)] + / 1 oot

<
< FO)] + 2| flloo
< £ O+ 1l

On en déduit que || f||oc < Na(f) puis N1(f) < 2Na(f).

Finalement Ny < N; < 2N, donc les normes N et Ny sont équivalentes.

26. Montrer que des normes sont équivalentes
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2 Montrer qu'un ensembie est ouvert

\  [ou fermé) avec définition ou stabiité

Dans cette fiche (E, ||.||) désigne un espace vectoriel normé.

Une partie X est E est dite ouverte si pour tout 2 de E. il existe § > 0 tel que la boule
ouverte B(z,d) soit incluse dans X. On dit aussi que X est un ouvert.

Une partie X de E est dite fermée si son complémentaire CX est un ouvert. On dit
aussi que X est un ferme.

- L’ensemble 7 des ouverts de £ contient @, E et il est stable par union quelconque
et par intersection finie. En passant au complémentaire, on obtient que 1’ensemble des
fermeés de E contient @, E et il est stable par intersection quelconque et par union finie.

- Caractérisation séquentielle des fermés : Une partie X de E est fermee si et seulement

si pour toute suite (2, ) d’éléments de X qui converge (dans E) vers £ alors ¢ appartient
aX.

Que faire?

Pour montrer qu'une partie X de E est un ouvert, on s’appuie sur la définition. On consi-
dére un élément générique x de X et on essaye de déterminer 6 (qui peut dépendre de )
tel que B(z,0) C X.

EXEMPLET Montrons que la boule ouverte de centre O et de rayon 1 est ouverte.
On pose X = B(0,1). Pour tout z € X, onadonc ||z|| = ||z — 0g|| < 1. Il existe alors

0 tel que ||z|| + 6 < 1. On peut par exemple prendre § = 1—“'%’”—“ Montrons que dans ce
cas, la boule B(z,d) est incluse dans X. En effet, pour tout y dans B(z, ).

lyll = llz + (y = 2)|| < [l2]] + [ly — 2| <[l2[| + & < 1.

On a bien montré que B(z,d) C X et donc X est ouvert.
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Pour montrer qu’une partie X est fermée, on peut montrer que son complémentaire CX
est ouvert ou utiliser la caractérisation séquentielle.

EXEMPLE2 Montrons que la boule fermeée de centre O et de rayon 1 est fermée. On pose
X = B(0,1) = {x € E | ||z|| < 1}. Soit (2,,) une suite d’éléments de X qui converge
(dans E). On note ¢ la limite de (2,). Par définition, pour tout n dans N, ||z,|| < 1
et donc, par passage a la limite ||/|| < 1. On en déduit que ¢ € X. Par caractérisation
séquentielle, X est fermée.

Pour montrer quune partie est ouverte ou fermee, on peut utiliser la stabilité de I’ensemble
des ouverts (ou des fermes) par réunion et intersection.

EXEMPLE3 Montrons que tout partie X finie de £ est fermée. On peut écrire X = (J,; - {i}
ou [ est un ensemble fini. Maintenant, pour tout i dans 7, le singleton {2; } est fermé (c’est
la boule fermée de rayon 0). On en déduit que X est fermée comme union finie de fermes.

Quand on veut démontrer qu’un ensemble est ouvert, il faut commencer par réfléchir
(rapidement) a quelle méthode semble la plus rapide : directement avec la définition,
en montrant que son complémentaire est ferme, en utilisant les opérations ensemblistes,
voir en utilisant une fonction continue (fiche 31). Il en est de méme pour montrer qu’un
ensemble est fermeé.

Si[|.||1 et ||.||2 sont deux normes qui sont équivalentes, un ensemble X est ouvert (resp.
fermé) pour ||.||; si et seulement il ’est pour ||.||o. En particulier, si E est un espace
vectoriel de dimension finie, on peut choisir la norme que I’on veut pour déterminer le
caractere ouvert ou ferme d’une partie.

Soit E I’espace des fonctions continue définies sur [0, 1] : E = C°([0, 1], R). On considére
la norme uniforme ||.||o sur E. Montrer que X = {f € E, Vx € [0,1], f(z) > 0} est
ouvert et qu’il n’est pas ferme.

SOLUTION

On peut montrer que X est ouvert en se basant sur la définition. Soit f une fonction
appartenant a X. Comme elle est continue sur [0, 1]. on sait qu’elle admet un minimum.
C’est-a-dire qu’il existe 29 € [0, 1] tel que, pour tout z € [0,1], f(z) > f(x¢). De plus,
comme f € X, f(zg) > 0. On peut alors poser § = 1 f(2). Montrons que la boule
B(f,0) est incluse dans X . En effet, soit g € B(f,d), pour tout 2 € [0, 1].

On a bien montré que g appartenait a X . On en déduit que X est ouvert.
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On veut montrer que la partie X n’est pas fermeée. Commencons par rappeler que le fait
que X soit ouverte n’implique pas nécessairement qu’elle n’est pas fermee. Afin de mon-
trer que X n’est pas fermeée, on va exhiber un contre-exemple a la caractérisation séquen-
tielle. On cherche donc une suite (f,) d’éléments de X ayant une limite (pour ||.||) qui

n’est pas dans X. Il suffit de considérer f, : z — n+r1 Ce sont bien des fonctions de X

et la suite ( f;,) converge uniformément vers la fonction nulle qui n’appartient pas a X.

On travaille dans M,.(R) et on considére une norme notée ||.|| telle que si A et B appar-
tiennent a M, (R), ||AB|| < ||A]|| x ||B||-

1 Soit A une matrice de M,.(R). Justifier que si ||A|| < 1, alors la série >, A™ converge.
n>0

2 a. Soit B € M,(R). Montrer que ||B|| < 1 implique I, — B est inversible.

b. Montrer que si A € GL,(R) alors la boule de centre A et de rayon “—}1” est incluse
dans GL,(R).

c. Conclure que I’ensemble des matrices inversibles est ouvert.

Soit E' le R-espace vectoriel des suites bornées muni de la norme infinie. On pose A =
{ suites croissantes} ;: B = { suites convergeant vers 0}.

1 L’ensemble A est-il fermé ? est-il ouvert ?
2 L’ensemble B est-il ouvert ? est-1l fermé ?

m 1 On pourra majorer ||A™||.
2 a. En utilisant la question précédente, déterminer une matrice S
telque (I, — B) x S = I,.
b. Ecrire un élément de la boule de centre A et de rayon T
sous la forme A + U puis factoriser par A.

1
A=T]
c. Commencer par montrer que [, — B est inversible si || B|| < 1.

m 1 On pourra montrer que le complémentaire de A est ouvert.

2 On pourra utiliser la caractérisation séquentielle pour montrer que
B est ferme.
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1 Par une récurrence immediate, et en utilisant la propriété de la norme, on peut montrer
que pour tout entier n, ||A"|| < [|A||". Comme ||A|| < 1,lasérie ) ||A]|" converge.
n>0
Cela implique par comparaison de séries a termes positifs que la série ) ||A"|| converge.
n>0
On en déduit que la série ) A" est absolument convergente. Maintenant, M, (R) est
n>0
de dimension finie donc la série ) A" converge.
n>0
2 a. Soit B une matrice telle que ||B|| < 1. On a vu que la série ) B™ était conver-
n>0
gente. Notons S sa somme,

+0o0 +o0 +o0 400
(I.—B)xS=) B"—BY B"=Y B"-) B"=1I,.
n=0 n=0 n=0 n=1

On en déduit que I, — B est inversible (et que son inverse est égale a .S).

b. Soit A une matrice inversible et U € M,(R), A+ U = A(I, — (—A~'U)). De ce

- 1 ; ;
fait, si ||U|| < AT alors || — A'U|| < 1 etdonc A + U est inversible comme

produit de deux matrices inversibles.

c. Onen déduit que la boule de centre A et de rayon est incluse dans GL,(R).

1
1411~
d. La question précédente a montré que pour toute matrice A de GL,(R), il existe un

réel strictement positif d tel que la boule de centre A et de rayon 4 soit incluse dans

GL,(R). Cela implique que GL, (R) est un ouvert.
Notons que 1’on peut aussi montrer que GL,(R) est ouvert en utilisant le fait que
I’application déterminant est continue (voir fiche 31)

1 Montrons que 1’ensemble A est fermé en montrant que son complémentaire CA est
ouvert.

Soit u une suite qui n’est pas croissante. Il existe ng tel que u,, > uy,+1. On pose
d= ﬁ‘%‘ﬂ’-ﬂ et v € B(u,d). Par définition de la boule B(u,d). ||[v — u||o < 6 et
donc vp, > Upy — 0 et Upgt1 < Ungs1 + 0. On en déduit :

Unp — Ung+1 > Ung — 0 — (Ung+1 + 0) = Upy — Upg+1 — 20 >0

La derniére inégalité venant de la définition de 4. On en déduit que v n’est pas crois-
sante. Finalement, CA est ouvert donc A est fermé.
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Par contre, A n’est pas ouvert. En effet pour u la suite constante égale a 1 (qui est
croissante) et tout & > 0, B(u,d) ¢ A. On peut par exemple considérer la suite v

définie par

vo=1+ %

i 210 =1
La suite v appartient a B(u,d) et v ¢ A car vg > v;.
L’ensemble B n’est pas ouvert. La suite nulle Op appartient a B mais, pour tout
0 > 0, la suite constante égale a % appartient a B(0p, d) mais n’appartient pas a B.
Par contre B est fermé. En effet. si (u(p)),en est une suite de BN tendant versu € E.
Pour tout € > 0, il existe py telle que ||u(py) — u|| < . Maintenant comme u(pg)

tend vers 0, il existe N tel que pour n > N, |u(po)n| < £. On en déduit que pour
n > N, |uy| < |up —u(po)n + u(po)n| < 2¢. Par définition, u tend vers 0.

Espaces vectoriels normes



Calculer Iintérieur et radhérence ¢
trun ensembie ¢

On consideére un K espace vectoriel £ muni d’une norme notée ||.||.
Soit X une partie de E' et z € X. Le point = est un point intérieur a X s’il existe
0 > 0 tel que la boule ouverte de centre 2 et de rayon 0 soit incluse dans X'. On appelle
intérieur de X et on note X 1’ensemble des points intérieurs a X.
Soit X une partie de ' et € E. Le point 2 est un point adhérent a X si pour tout
0 > 0, la boule ouverte de centre x et de rayon d rencontre X. On appelle adhérence
de X et on note X I’ensemble des points adhérents a X .

On peut aussi utiliser des caractérisations avec des ouverts et des fermes.

Soit X une partie de E, X estle plus grand ouvert inclus dans X . En particulier, xXcX
et X = X si et seulement si X est ouvert.
Soit X une partie de E. X est le plus petit fermé contenant X . En particulier. X ¢ X
et X = X siet seulement si X est fermeé.
Pour finir, on utilise aussi souvent la caractérisation sequentielle des points adhérents.
Soit X une partie de E' et z € E. Le point = est adhérent a X si et seulement s’il existe
une suite () d’éléments de X telle que (z,) — =.

Que faire?

Quand on veut chercher a déterminer I’intérieur d’une partie X de E, il est préférable de
commencer par essayer d’avoir I’intuition du résultat. Il faut se demander quels sont les
eléments de X tels que «autour d’eux » tous les eléments sont encore dans X : c’est-a-dire
quels sont les éléments tels que si on les modifie « un peu » on conserve un élément de
X.

Une fois que I’on a deviné quelle était la partie Y que I’on pense étre X il faut montrer que
tous les e¢léments de Y appartiennent bien a X en revenant a la définition puis, montrer
que si y n’est pas dans Y alors y n’est pas dans X, c’est-a-dire que pour tout § > 0,
B(y,0) NCX # 2.

Quand on veut chercher a déterminer I’adhérence d’une partie X de E il est préférable de
commencer par essayer d’avoir I’intuition du résultat. Il faut se demander quels sont les
¢léments de £ que I’on peut atteindre comme limite d une suite d’éléments de X.
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Quand on a trouve I’ensemble Y cherché. On montre que tous les éléments y de Y sont
dans X en construisant une suite (2,,) d’éléments de X telle que (2,) — y: puis on
montre que les éléments y qui ne sont pas dans Y ne sont pas dans X . Pour cela on exhibe
le plus souvent une boule B(y,d) ou d > 0 telle que B(y,d) c CX.

Quand on veut déterminer 1’intérieur ou 1’adhérence d’une partie on peut procéder de
plusieurs manieres : utiliser directement la définition avec des boules, utiliser la carac-
térisation séquentielle (pour I’adhérence), utiliser le fait que I’intérieur de X est le plus
grand ouvert inclus dans X ou le fait que I’adhérence de X est le plus petit fermé conte-
nant X. Il n’y a pas de méthode meilleure que les autres, cela va souvent dépendre des
cas a traiter. Pour cela il faut bien connaitre les différentes méthodes et essayer de voir
laquelle sera la plus facile a utiliser dans le probleme posé.

Si I’espace vectoriel que I"on considere est de dimension finie. toutes les normes sont
équivalentes, de ce fait les notions d’intérieur et d’adhérence ne dépendent pas du choix
de la norme. Par contre. si I’espace est de dimension infinie. I’adhérence et I’intérieur
d’une partie peuvent étre modifiés si on change la norme. Voir I’exercice 1 de cette fiche.

Soitn € N*et E = R,[X].Onpose H ={P € E, P(1) =1}.

1
2
3

Déterminer H.
Deéterminer H
On suppose maintenant que £ = R[X] et on considére la norme

Za.ka = max {|ax| , k € N}
k>0

i
Soit  un polynome de E, on pose pourtouti € N: R; = Q + 1—1_%1) ) X%
k=0

Montrer que (R;)ien est une suite d’éléments de H et que (R;);cn tend vers Q.
En déduire que H = E.

SOLUTION

L’espace vectoriel R, [X] étant de dimension finie, ’intérieur H ne dépend pas de la
norme que I’on considere. Prenons la norme infinie ||.||~ définie par

n
Zaka = max {|ax| , k € [0,n]}
k=0

Espaces vectoriels normés



Pour tout polynéme P dans H et tout £ # 0, le polynome = P + € n’est plus dans
H car Q(1) = P(1) 4+ =1+ ¢ # 1. Cela nous laisse a penser que H = &.

n
Soit P € H.Onpose P = 3 apX*. Soit & > 0, on veut montrer que B(P,d) n’est
k=0

pas incluse dans H. Pour cela on considere Q = P + g Il est clair que Q € B(P.6)
car ||Q — Plloo = ||.%|| = % < d.De plus Q(1) = P(1) +% =1+ g # 1. Donc
Q ¢ H. Cela implique que P ¢ H.

Ona bien montré que H=0.

~- 1l semble que H est fermé car, si (FP;)ien
est une suite d’éléments de H qui convelge vers un polynome () alors, par un passage
a la limite Q(1) vaudra 1. Ecrivons le proprement.

Soit (FP;)ien une suite de polynome de H qui converge vers le polynome ). En écrivant
pour tout i € N,
n
P, = Z ap(i) X"
k=0

n
on sait que, comme (P;);cn tend vers Q = 3 b X alors pour tout k € [0, n], 1a suite
k=0
(ar(7))ien tend vers by.. On en déduit que

n n

donc Q(1) = 1 ce qui implique que Q € H.

On a montré que H était fermé ce qui implique que H = H.

Le degré des polynomes pouvant étre aussi grand que 1’on veut, on peut avoir des po-
lynomes de norme « tres petite » prenant une valeur « grande » quand ils sont évalués
en 1. De ce fait. on peut penser que / = E : tout polynome de E' est « proche » d'un
polynome de H.

Soit i € N, vérifions que R; € H. En effet,

Ri(1) = Q(1) 1+1 21—» +(1-Q(1) =1
De plus _
—Q() v~ || - 1= Q)|
1B—@Qll =775 2. X ll=——75—
141 kZ:o 41

Cela montre que lim [[R; — Q|| =0etdonc lim R; = Q.
1—+00 1—+00

On a bien montré que pour tout polynome () de E il existait une suite (R;);cn d’élé-
ments de H telle que (R;);cn tende vers Q. Cela signifie que Q € H etdonc H = E.

28. Calculer I'intérieur et I'adhérence d’un ensemble
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On considére £ = C%([0, 1], R) I’ensemble des fonctions continues sur le segment [0, 1] et
a valeurs dans R. On pose X = {f € E, vz e [0,1], f(z) > 0}.

1 On considere la norme infinie ||. || sur E.

a. Déterminer X. On pourra utiliser I’exemple traité de la fiche précédente.

h. Déterminer X.

2 On considere la norme 1. ||.||; sur E. Montrer que X = @.0n pourra, pour toute
fonction f de X, considérer la suite de fonctions (2, ),cn+ Ou., pour tout entier n > 1 :

R+ { (Q)f(l)(l —-nz) siz<g

simon

1 a. Que dire de I'intérieur d’un ensemble ouvert ?
b. Montrerque X =Y = {f € E, Vz € [0,1], f(z) > 0}.

PERRRRRR e s.llll..s ‘.s ‘l.'t"'s ERRRRRRRR e nnnnnnnnnnnnnmn

1 On considere la norme infinie ||.||o sur E.

a. Ona vu dans la fiche précédente que X était un ouvert. On en déduit que X=X
b. SoitY = {f € E, Vz €[0,1], f(z) > 0}. Montrons que X =Y.
Soit f € Y. Montrons qu’il existe une suite (g, )nen de fonctions de X telle
que (gn) — f (la convergence étant entendue au sens de la norme ||.||). Il
suffit de poser pom tout ent1e1 Ngn=1[+3 +1 En effet, pour tout 2 € 0, 1]
gn(2) = f(z) + n+1 > n—+1 > 0 donc g, € X. De plus ||gn — fllooc = n+l
donc (gn) — f. Celamontre que f € X etdonc Y C X.
Réciproquement, montrons que si f € X alors f € Y. Soit f € X, il existe
par caractérisation séquentielle une suite (g, )nen d’éléments de X telle que
(gn) — f.
Soit 2 € [0, 1], par définition de la norme infinie, |g,,(2) — f(2)| < ||gn — f]|oo-
Cela implique que 1&1113 gn(2) = f(2). Comme, pour tout entier n, g, () > 0,
n o0

par passage a la limite, f(2) > 0. On en déduit que f € Y.
Finalement, X =Y = {f € E, Vz € [0,1], f(2) > 0}.

Espaces vectoriels normes



2 On considére la norme 1. ||.||; sur E. Montrons que X = @. Soit f € X, montrons

que f & X. Pour cela il suffit d’exhiber, pour tout & > 0 une fonction g5 qui appartient
a la boule de centre f et de rayon 0 mais qui n’est pas dans X.

La fonction /,, de I’énoncé est construite pour que A, (0) = 2f(1) de telle sorte que
gn = [ —hy vérifie g, (0) = — f(1) < Oetdonc g, ¢ X.Deplus ||f—gn|[1 = ||hn]]1-
Or

n

0 n

: " — nz)? i
||hn|11=/0 |hn|=/0 2f(1)(1 — nz)da = 2f(1) [——(1 : )] Q)

Soit & > 0 fixé, on peut trouver un entier n assez grand tel que f—gz < 4. Pour un tel
entier 72, g, est dans la boule de centre f et de rayon ¢ mais n’est pas dans X.

On a bien montré que X = @ pour la norme ||.||1.
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Montrer qu'une partie est dense

On considére un K espace vectoriel £ muni d’une norme notée ||.||.

Une partie X de E est dite dense (dans E) si I’adhérence de X est E en entier. On en
déduit les deux caractérisations suivantes

La partie X est dense dans E si, pour tout 2 € E et toutd > 0, B(z,0) N X # @.

La partie X est dense dans F si. pour tout 2 € FE il existe une suite (2, ),en d’éléments
de X telle que lim(z,) = .

Que faire?

Pour montrer que X est dense dans E la plupart du temps on utilise une des deux caracteéri-
sations ci-dessus.

On considere un élément 2 quelconque dans E. On fixe § > 0 arbitrairement petit et
on cherche a exhiber un élément de B(z,d) N X, ¢’est-a-dire un élément de X tel que

||lz —yl| < 6.
EXEMPLE1 Montrons par exemple que Q est dense dans R. Soit 2z € R et 6 > 0. Il existe
N
1 . . 1 _ sigia . |_10 l’J » . ;
N € Ntel que 5x < dcar Nl_l)l-lgoo 7ov = 0. On considére y = T I’approximation

décimale de 2 a 10~V prés par défaut. Par définition, y est rationnel car décimal.
De plus on a I’encadrement : y < z < y + io%v' Cela implique que |z — y| < 1—01N <.
On a bien trouvé un élément y de Q tel que |2 — y| < 4.
Cela montre que Q est dense dans R.
~ On considere un élément 2 quelconque dans E. On construit une suite (2, ), <y d’éléments
de X telle que lim(z,) = z.
EXEMPLEZ On peut réécrire la preuve du fait que @ est dense dans R avec cette méthode.
10m
pres par défaut. Par construction, (2,,) est une suite de rationnels et pour tout entier n,
|z — zn| < 1—(1,;. On en déduit que lim(2,) = 2.

Soit 2 € R et soit n € N. On pose 2, = approximation décimale de z a 107"
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Pour tout élément 2 de R, on a déterminé une suite (2,,) € Q" telle que lim(z,) = z. ce
qui montre que QQ est dense dans R

Comme on vient de le voir, il y a deux meéthodes classiques pour montrer la densité d’une
partie dans un espace vectoriel. Il ne faut pas hésiter a réfléchir aux deux méthodes pour voir
laquelle est la plus simple a mettre en ceuvre.

Soit n > 1. Soit K = R ou C. On note D,,(K) I’ensemble des matrices diagonalisables de
My (K).

1 a. Soit 7" une matrice triangulaire supérieure de la forme suivante :

0

Ha

Hr

*

\0 o B vm i o )

Montrer que 1’on peut trouver une suite (7,),cn de matrices triangulaires supé-

rieures a coefficients diagonaux deux a deux distincts telle que lim 7, =T
p—>+00

b. En déduire que D, (C) est dense dans M, (C).
2 Montrer que Dy(R) n’est pas dense dans Ms(R)

SOLUTION

1 a. Onreprend les notations suggérées dans I’énoncé. Notons, pour tout 7 compris entre
1 et », m; le nombre de valeurs propres égales a p;. On veut construire une suite
(T)p>0 de matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux deux a deux
distincts telle que lim(7},) = 7. Il suffit donc de « séparer » les éventuels coeffi-
cients diagonaux qui seraient égaux.

On commence en considérant o le minimum des |z; — j¢| ol i # j et on pose pour

29. Montrer qu’une partie est dense dans un ensemble
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tout entier p > 0.7, =T+ Ap ou

(83
( m 0 o wele & B 0 \

0

myo
n(p+1)
Ap = :
(83
n(p+1)

: 2, . 0

\ 0 AP Shi% AL AL 0 n7(7;t‘+_0’1 )
Les coefficients diagonaux de 7}, sont alors
4 o e 2 + mio Y My (X
M e+ )M Tap ) M T apr ) T T )

Il sont deux a deux distincts car, si on considere deux coefficients diagonaux qui

proviennent d’un meme ; : pt; + n(p Ty et i+ n(p 1) alors la différence entre les

deux vaut ém% qui n’est pas nul. D autre part, si on considere deu‘< coefficients

qui proviennent de deux « blocs » dlfferents i + m ety + W avec i # 7,

(a—b)a

alors leur différence vaut p1; — p1; + n(p+1) +1

) qui n’est pas nul car, par construction

(a —b)a
n(p+1)

Cela montre que, pour tout entier p. 7}, a n valeurs propres deux a deux distinctes.

De plus, en considérant par exemple la norme infinie, ||A,||x

lim(7,) =T.

Soit M € M(C). On veut déterminer une suite (M,),>o une suite de matrices
diagonalisables telle que lim(M),) = M. On profite que le corps de base soit C pour
trigonaliser la matrice. Soit P € GL,,(C) telle que P~ M P = T soit triangulaire
supérieure. Quitte a modifier  on peut supposer que les valeurs propres de 7" (¢’ est-
a-dire les coefficients diagonaux) qui sont égales soient cote a cote. Elle est donc
de la forme de la matrice 7" de la question précédente.

On vient alors de voir qu’il existe une suite (7},),>0 de matrices triangulaires supé-
rieures a coefficients diagonaux deux a deux distincts telle que lim(7},) = T'. Pour
tout entier naturel p, 7}, est diagonalisable et donc on peut poser M, = PT,,P_1
qui est encore une matrice diagonalisable.

Le fait que (7,,) — T nous assure que (M,) — PTP~! = M car A — PAP™!
est une application linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie, elle est donc
continue.

On en déduit que D, (C) est dense dans M, (C).

B 1 donc
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2 Pour montrer que Dy(R) n’est pas dense dans Mo (R), il suffit de déterminer une ma-

trice M € Mj(R) telle qu’il existe & > 0 vérifiant que B(M,4d) N Dy(R) = 2.

C’est-a-dire que dans un voisinage de cette matrice il n’y ait aucune matrice diagonali-

sable.

Pour cela on va considérer une matrice M € My(R) n’ayant aucune valeur propre
: 0 —1 , ; ;

réelle. Par exemple M = ( 1 0 ) I est clair que x 7 = X2+ 1 n’a pas de racines

réelles. On va montrer qu’au voisinage de M cela va encore étre le cas. Travaillons pour

la norme infinie. Soit M’ = M + ( ((l, 3 ) alors

=X*—(a+d)X +(1 +ad—bc—b+¢)

X—a 1-0
AM=| 1—¢ X—d

Le discriminant de ce polynome est A = (a + d)? — 4(1 + ad — be — b+ ¢). C’est un
polynome en les quatre variables a, b, cet d qui vaut —4 quanda = b =c=d = 0. On
en déduit, par continuité, qu’il existe & > 0 tel que si max {|al. |b|, |c|, |d|} < & alors
|A —(—4)] <2etdonc A < -2 <0.

Cela signifie que pour M’ € B(M,d) alors x y- n’a pas de racines réelles et donc M’
n’est pas diagonalisable (sur R).

Finalement, Ds(R) n’est pas dense dans Ms(R).

Soitn > 1.

1

Montrer que GL,(K) est dense dans M, (K).

2 En déduire que si A et B sont deux matrices de M,,(K) alors :

Vz € K, det(zI, — AB) = det(zl,, — BA)

m 1 Soit M € My(K). on pourra considérer une suite (M},),>0 définie
par M, = M — oy, ol «y, sera bien choisi.

2 Commencer par traiter le cas ou A est inversible

29. Montrer qu’une partie est dense dans un ensemble
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1

Montrons que GL,(K) est dense dans M,,(K). Notons que, comme M, (K) est de
dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et que la densité ne dépend donc
pas du choix de la norme. Nous travaillerons avec la norme infinie. Soit M € M,,(K).
On considere son spectre qui est fini. Il existe donc un élément 6 > 0 tel que tout
éventuel élément A\ non nul du spectre de M vérifie |[A\| > 6. Cela signifie que pour
tout 22 €]0, 0|, 2 n’est pas une valeur propre de M. On pose alors pour tout entier p,
My, =M — aply ou ap = i Par définition de 6, v, n’est pas une valeur propre
de M donc M), est inversible.

De plus, pour tout entier naturel p. || M, — M || = ap||In||oc = .

De ce fait p—l)il}—loo [| M, — M||x = 0, ce qui implique lim(M,,) = M.

On a bien exhibé une suite d’éléments de GL,,(K) qui converge vers M et ce, pour tout
élément M dans M, (K) donc GL,(K) est dense dans M (K).

2 Soitx € K.

On suppose que A est inversible. Dans ce cas,

det(2], — AB) = det(zAA™" — AB) = det(A) det(zA~! — B)
de méme

det(2I, — BA) = det(zA~'A — BA) = det(zA~" — B) det(A)

On obtient le résultat voulu par commutativité du produit dans K.

Dans le cas général. on considere une suite (A, ),>0 de matrices inversibles telle que
lim(Ap) = A. Une telle suite existe par densité de GL,(K) dans M,,(K).

Comme les applications A ~— det(x1,, — AB) et A — det(2],, — BA) sont continues
car polynomiales en les coordonnées de la matrice A.

det(xzl, — AB) = lim det(zl,—ApB) = lim det(xl, — BAp) = det(x2,, — BA)

p—00 p—00

C’est ce que I’on voulait.

Espaces vectoriels normes
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Montrer qu'une application est continue ‘q/m

On considére deux espaces vectoriels normés (E. ||.||g) et (F, ||.||r) ainsi qu'une partie X
de F et une fonction f : X — F

Soit a € X, la fonction f est dite continue en a. si :
Ve > 0,3 > 0,Vz € X, ||z —al|lg <n=||f(z)— fla)||lr <€

La fonction f est dite continue si elle est continue en tout point a de X.

Rappelons la définition des fonctions lipschitziennes
Soit k € R, la fonction f est dite k-lipschiztienne si

V(z,y) € X2, [|f(z) — f@W)|lr < k|lz —yl|E

- La fonction f est dite lipschitzienne si elle est k-lipschitzienne pour un certain réel
positif k.
- Si f est lipschitzienne alors elle est continue.

Rappelons aussi la caractérisation séquentielle de la continuite
Soit a € X.Ily a équivalence entre les deux assertions suivantes

1) La fonction f est continue en a.
ii) Pour toute suite (2,,) € X" si lim(z,) = a alors lim(f(zy,)) = f(a)

Que faire?

Dans la tres grande majorité des cas on ne devra pas utiliser les méthodes détaillées dans
cette fiche. En particulier si la fonction f est linéaire (voir fiche 32) ou si la fonction f
est polynomiale (voire fiche 33)

On peut essayer de montrer que la fonction f est k-lipschitzienne, pour cela il suffit. étant
donné deux éléments z et y de E de majorer ||f(2) — f(y)||r en fonction de ||z — y||g.
On peut utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité. On considére une suite
(zn)n>N qui converge vers un élément a quelconque et on essaye de démontrer que la

suite (f(2,))nen tend vers f(a).

30. Montrer qu’une application est continue 155
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Si on veut montrer qu’une fonction f n’est pas continue. on essaye souvent de mettre en
defaut la caractérisation séquentielle. De ce fait, pour montrer que f n’est pas continue,
on détermine une suite (2, ),y d’éléments de X tendant vers un élément a telle que la
suite (f(25))nen ne tend pas vers f(a).

On consideére ’espace vectoriel E des fonctions continues définies sur [0, 1] et a valeurs
dans R. On note /. une fonction quelconque de E et on considere 7}, : £ — E' la fonction
deéfinie par

Th:fr f+h

Montrer que 7}, est 1-lipschitizienne de (E. ||.||~) dans (E, ||.||~) et en déduire que
T}, est continue.

Justifier que 7}, n’est pas continue de (F, ||.||;) dans (E, ||.||~). On pourra considérer
la suite de fonctions ( f,,)nen+ définie par

Jn: [Os 1] — R

1—nz siz<l
b - s — B
0 S1non

SOLUTION
Soit f, g deux éléments de E.

Tw(f) — Th(9lloo = [I(f + 1) — (94 P)lloo = [If — 9lloo

Cela prouve que 7}, est 1-lipschitizienne de (F, ||.||~) dans (E, ||.||)- Elle est donc
continue.
On considere la suite de fonctions ( f;,)nen+ définies par

fo: [0,1] — R

l—nz siz<i
T — L —n
0 S1non

On remarque que. pour tout entier n > 1, f,, est continue car liml 1—nz=0.
T
n
Montrons alors que la suite ( f,,) tend vers la fonction nulle notée 0 pour ||.||;. En effet.
pour n > 1,

) 1 | )2
1 =00l = 1lh = [ "= noyaa = [-E522

|
Sl=

B 1
0 ~ 2n

On a bien ||f, — 0|y — 0.

n—-+4o00
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Montrons alors que (7} ( fn))nen+ ne tend pas vers Th(()) = h pour ||.||x pour justifier
que T}, n’est pas continue de (E, ||.||;) dans (E. ||.||~). Il suffit de voir que pourn > 1,

| Th(fn) — Th(o)Hoo = [|(fa + h) = hlloc = [|fnlloo = [fn(0)] =1

On a bien montré que 7}, n’est pas continue de (E, ||.||;) dans (E, ||.||)-

Soit f une fonction de classe C! de R dans R. On consideére la fonction g définie de R? dans
R par

g: R — R
fle)—#y) .. ..
(z,9) - siz#y
f'(x) sinon

1 Soita = (o, 3) avec a # B.

a. Soit (uy),en une suite d’éléments de R2. On pose pour tout entier naturel 7.
Up = (Zn, yn). Montrer que si (uy ),en tend vers a alors, a partir d’un certain rang,
Ty n'est jamais egal a yy.

b. Montrer que g est continue en a.

2 Soita = (a, ) et (uy)nen une suite d’éléments de R? qui tend vers a. On pose encore
pour tout entier naturel 72, u, = (2, Yn).

a. On suppose que pour tout entier naturel n, 2, # yp.
Montrer que lim g(u,) = f'(«)
n—-400
b. On suppose que pour tout entier naturel n, x,, = y,.
Montrer que lim g(u,) = f'(«
que lim g(un) = f(a)

3 Montrer que g est continue.

m 1 a. On pourra considérer la suite (2, — Y )nen.
b. Utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité.
2 a. On pourra utiliser le théoreme des accroissements finis.

3 Ramener |’étude du cas général aux cas précédents a I’aide de suites
extraites.

30. Montrer qu’une application est continue
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1

’ A Am
HiWS

a.

La suite (uy )nen tend vers a = (a, 3) donc la suite (2, — yp )nen tend vers o — 3
qui n’est pas nul. Il existe donc N € N tel que pour tout entier naturel n. des que n
est supérieur a NV alors x,, # yn.

Montrons que ¢ est continue en a en utilisant la caractérisation séquentielle de la
continuité. Soit (uy,),>p une suite d’éléments de R? telle que (u,) — a. En re-
prenant les notations de la question préceédente, pour tout entier n tel que n > N,

Tn # ypn donc g(’un) == f(T,:') : -l);(yn) -

Maintenant comme f est de classe C'. elle est continue donc (f(z,)) — f(a) et
. fla) - £(B)

(f(yn)) — f(B) etainsi (9(un)) — T a—8 = g(a).

Ceci étant vrai pour toute suite (u,),en qui tend vers a, par la caractérisation

séquentielle de la limite, g est continue en a.

La fonction f est de classe C! donc, d’apreés le théoréme des accroissements finis.
pour tout entier naturel n, comme z,, # y,. il existe ¢,, compris entre z;, et y, tel

que
f(an) — f(yn)
g(un) = LEN =T _ o
In —UYn
Maintenant quand n tend vers +o0, (2,) — « et (y,) — «. Par théoréme d’enca-
drement, on obtient que (¢,) — «.

La fonction f’ étant continue, lim g(uy,) = f'(«).
n—+400

Pour tout entier naturel n, g(u,) = f’(¢;,). Comme (¢,,) — a et que f’ est continue,
lim g(un) = f'(a).
o0

n—-+

3 Soit (uy,) une suite quelconque d’éléments de R? tendant vers a. Si a = (a, 3) avec
a # 3, on a déja démontré que lim g(u,) = g(a).
n—+400

Sia = (a, «). On pose encore pour tout entier naturel 7, un = (Zn, Yn). On considere
alors les deux ensembles suivants :

I={neN; =g} T={necN,; &, #£ )}

Si ] est fini et si on pose /N son plus grand élément. on se ramene au cas de la question
1 en considérant (uy),~N. De méme, si .J est fini. on peut se ramener au cas de la
question 2.

On en déduit que lim g(u,) = f'(a).
n—+o0o
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Si on suppose que les deux ensembles / et .J sont infinis, on peut étudier les deux
suites (vp)peN et (wp)peN extraites de (uy) telles que (vp)pen est composée des
termes wu, quand n € I et (wp)pen est composée des termes u, quand n € J.

D’apres la question précédente, les suites (g(vp))pen et (g(wp))pen tendent toutes
les deux vers f’(a). Comme 7, .J forment une partition de N, la suite (g(uy,))nen

tend vers f'(a).
Dans tous les cas, lim g(uy,) = f'(a) = g(a).
n—4o00

En utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité, on obtient que g est continue
en tout point a de R? et donc que g est continue.
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2 Montrer qu'une partie est ouverte
\_ (ou fermée) avec une fonction continue

Soit (E, ||-||g) et (F. || - || ») deux espaces vectoriels normés et f une fonction définie sur
partie A de E et a valeurs dans F. Alors :

Les assertions suivantes sont équivalentes :

L’application f est continue.
L’image réciproque de tout ouvert U de F' est un ouvert relatif de A.
- L’image réciproque de tout fermeé X de F est un fermé relatif de A.

Que faire ?

Pour montrer qu'une U de A est un ouvert (relatif). il suffit de trouver une application
continue f : A — F (ou la plupart du temps F' sera le corps de base) et X un ouvert de

F tels que U = f~!(X). On peut faire de méme pour montrer qu’une partie est un fermé
(relatif).

Voici les types de fonctions continues a connaitre :

- Les applications polynomiales sur K" a valeurs réelles.
Les fonctions lipschitziennes.
~ Les formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie.
Pour p un entier naturel supérieur ou égal a 2. toute application multilinéaire (linéaire par
rapport a chacune de ses p variables) f : (K")? — K. En particulier, le déterminant est
une application continue.
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Exempie traité

Soient E' un R-espace vectoriel de dimension finie et « une forme linéaire sur £. Montrer
que Ker(u) est un fermeé de E.

SOLUTION
L’application u est une forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie donc u est

continue eton a :
Ker(u) = {x € E, u(z) =0} = u1({0})

Comme le singleton {0} est un fermé alors Ker(u) est un fermé.

On considere R[X'| muni de la norme ||.|| définie par

VP € R[X],||P|| = sup |P(t)]
t€[0,1]

On ne demande pas de justifier que c’est une norme.

1
Montrer que F' = {P € R[X], / P(t)dt > 1} est un ouvert de R[X].
0

Montrer que I’ensemble des matrices non inversibles de M,,(R) est un fermeé de M,,(R).

Montrer que I’ensemble des matrices orthogonales O, (R) est un fermé de M,,(R).

1
m Considérer f : P / P(t)dt.
0
m Penser a utiliser le déterminant.

m Considérer I’application M s ‘M M.

31. Montrer qu'une partie est ouverte (ou fermée) avec une fonction continue
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1
Posons f : P +— / P(t)dt. L’application f est linéaire. On remarque que pour tout poly-
0

nome P. ) : "
i P(t)dt‘s [ 1pwiacs [ pie< ey
0 0 0

Cela implique que f est continue car lipschitzienne.
Comme F = f~1(]1,400[) et que |1, +-00] est un ouvert de R, F est un ouvert de R[X].

Notons A I’ensemble des matrices non inversibles de M,,(R).On a:

|F(P) =

A= {M € My(R), det(M) = 0}

Le déterminant étant une application continue (car multilinéaire). on obtient le résultat.

Considérons ® : My (R) x Mu(R) — M, (R) définie par & : M +~— ‘MM. Cette
application est continue car ¢’est la composée de M +— (M, M) qui est continue car linéaire
et de (A, B) — AB qui est continue car bilinéaire (on travaille sur un espace vectoriel de
dimension finie). On aurait aussi pu dire que chaque coefficient de ® (A1) est un polynome
en les coefficients de M.

Comme O, (R) = & !({I,}) est que le singleton {,,} est un fermé de M,,(R). on obtient
que O, (R) est un fermé de M, (R).
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Montrer qu'une application Q
lingaire est continue Y

"\ )
i
\

Soit (E, ||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés.
On considere une application linéaire f : £ — F'.
Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors f est toujours continue.
Dans le cas général. I’application f est continue si et seulement s’1l existe un réel positif

K tel que
vz € E,||f(2)||lr < K]||z||E

Que faire?

Sil’espace vectoriel £ est de dimension finie. Il n’y a rien a faire : une application linéaire
est toujours continue.

Dans le cas ou E n’est pas de dimension finie, la méthode consiste a majorer || f(z)||r
ou 2 est un vecteur de E en fonction de ||z|| . De ce fait, on peut supposer que 2 est un
vecteur unitaire de E et majorer ||f(2)||p.

Toujours dans le cas ou E n’est pas de dimension finie, pour montrer que f n’est pas

f (@)l #

continue. il faut montrer que 1I’ensemble {W 5 B 0} n’est pas majore.
E

La plupart du temps, on exhibe une suite (2,),cn de vecteurs non nuls de E telle que
TS

n=too ||an||p

soit bornée et (|| f(x,)||F)nen tende vers +oo ou de telle sorte que (||z,||z)nen tende

vers 0 et que (|| f(2n)||F)nen soit minorée par un réel non nul.

= +00. Pour ce faire, on cherche cette suite de telle sorte que (||2n|| £)nen

Dans le cas ou E n’est pas de dimension finie, toutes les normes sur £ ne sont pas équi-
valentes. Il faut donc faire attention a la norme que I’on veut étudier: la continuité de la
fonction f dépend des normes ||.||x et ||.||r.

32. Montrer qu’une application linéaire est continue 163
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Exempie traité

On considére £ = R[X] et ¢ € L(E, R) définie par
¢: Pw— P(0)
On considere sur £ deux normes N et Ny définies par

VP € E,N1(P) = sup |P(t)| et No(P) = sup |P(t)|
te[0,1] te(1,2]

Montrer que ¢ est continue de (E, Ny) dans (R, |.|).
Montrer que ¢ n’est pas continue de (E, Ny) dans (R, |.]).

Soit IV un entier naturel, la restriction de ¢ a Ry [X] est-elle continue de (Ry[X], Na)
dans (R, |.|)?

SOLUTION

1 SoitP eFE,
lp(P)| = |P(0)| < sup |P(t)] = N1(P)
t€[0,1]

On en déduit que ¢ est 1-lipschitzienne et continue de (£, N;) dans (R, |.|).

2 Pour montrer que ¢ n’est pas continue de (E, N2) dans (R, |.|) on va construire une
suite (P, )nen de E telle que (|¢(Prn)|)nen tend vers +o00 et (Na( P ) )nen reste bornée.
On peut par exemple prendre la suite (P, ),en définie par P, = (X — 2)". En effet,
|o(Pr)| = |Pn(0)] = [(—2)"| = 2". De plus, pour t € [1,2] ona (t — 2) € [-1,0], on

; - : @(P,
en déduit que | P, (t)| < 1. Cela implique que No(P,) < 1. Finalement, %}7:))' =,
2\I'n

Cela montre que ¢ n’est pas continue de (E, Ny) dans (R, |.|).

3 Soit N un entier naturel, Ry [X] est de dimension finie donc I’application linéaire
¢ : Ry[X] — R est continue de (Ry[X], N2) dans (R, |.|).

=

Soit C' I’espace vectoriel des fonction C* de [0, 1] dans R, E' I’espace vectoriel des fonc-
tions polynomiales définies de [0, 1] dans R et, pour tout entier p. Ej, I’espace vectoriel des
fonctions polynomiales de degré au plus p définies de [0, 1] dans R. On note D I’endomor-

phisme de C' défini par D : f — f’. On note encore D la restriction de cet endomorphisme
aFEetaFE,

1 Soit p € Net N une norme sur £,. L’endomorphisme D : (E,, N) — (Ep, N) est-il
continu ?
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Montrer que si NV est une norme de C alors D n’est pas continu de (C, N') dans (C, N).
On considere la norme 1 sur E notée ||.||; et définie par

+00 +00
> axt] =Yl
k=0 k=0

ou les sommes ci-dessus sont finies car on considere des fonctions polynomiales. L'en-
domorphisme D : (E.||.||1) — (E.||.]|1) est-il continu?

4 Soit () kren une suite de réels strictement positifs. On admet que N : E — R définie
par

1

400 +00
N Zaka — Zak|ak|
k=0 k=0

est une norme sur F. Déterminer une suite (g )ien telle que D : (E,N) — (E,N)
soit continu.

Pour vous aider 3 démarrer

EXERCIC :-i I1 suffit de connaitre le cours.

Penser aux vecteurs propres de I’endomorphisme D.

Calculer. par exemple, pour tout entier n, || D(X™)||;.

- W N -

Commencer en déterminant une condition sur la suite (v ) pen pour
. N(D(X™ . .
que la suite (#) soit borneée.
FVLX ) neN

PERRERRRRRR R s .s. ' .s TERERRRR R nnnnnnnnnnnnnnnnnn

1 Soit p € N, I’espace E), est de dimension finie. L’application D est linéaire. Elle est
donc continue.

2 On considére la suite de fonctions (f;)nen définie par f,, : t + ™. On a alors pour

N(D
tout entier naturel n , D(f,) = nf, et donc % = n. Cela implique que
n
. N(D(fn)) _ . : ; -
E —1+uiloo NG +00. L’endomorphisme ) n’est pas continu.

3 On pose pour tout entier naturel 7. on considere £, = X". On a alors

[|1Pallt = Let[|D(Po)|l1 = |[InX""||y = n

32. Montrer qu’une application linéaire est continue 165
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4 Nécessairement si D est continu de (E, N) dans (E, N) la suite (

D(P,
Cela 1mplique encore que lim M

= 400. L’endomorphisme D n’est pas
n—+400 ”}%“1

continu.

N(D(X™)) )
| | NX™) /) nen
doit etre bornée. Or, pour tout entier 7.

N(X™) = an et N(D(X™)) = N(nX™ 1) = noyp_y

; : noy, 1
avec la convention av_; = 1 par exemple. On veut donc que la suite ( )
Qn neN

soit bornée. On peut penser a la suite définie par

On— 1
ag=1letVn>1,— L==
Qap n

La relation de récurrence, peut aussi s’écrire, Vn > 1, a,, = nay, 1. On reconnait la
suite des factorielles.

Posons donc (o, )nen définie par Vn € N, a,, = n!. Montrons maintenant que 1’endo-
morphisme D : (E,N) — (E, N) est continu.

d d
Soit P = 3" apX* un élément de E. D(P) = Y kapX*~!. Ona donc

k=0 k=l
d d d

N(P) = Klag| et N(D(P)) =Y k(k —1)|ag| =) k!|ax]
k=0 k=1 k=1

Cela implique que pour tout élément P de E, N(D(P)) < N(P). L’endomorphisme
D est 1-lipschitzien dont continu.
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el ses coordonnees

Utiliser une fonction polynomiaie ‘Q/ .m

Soit f une fonction de K™ dans K. On dit que f est un monome s’il existe A € K et
(21, .. ,8n) € N™ tels que

fi(@1yeeyTn) > AT X - oo x gin

Une fonction f de K™ dans K est dite polynomiale. si ¢’est une combinaison linéaire
(finie) de monomes.

On peut généraliser a tout espace vectoriel de dimension finie. Soit £ un espace vectoriel de
dimension finie et £ = (ey,...,e,) une base de E. Onnote ej. .. .. e}, les formes linéaires
coordonnées et 7 : 2 — K" définie par

m: E — K"
z — (ej(z),...,ex(x))

C’est la fonction qui associe a tout vecteur de E ses coordonnées dans la base E.

Une fonction f de E dans K est dite polynomiale en ses coordonnées si elle peut s’écrire
f=mogoum: E — K" est I'application ci-dessus et g est un polynome.

Que faire?

L’intérét principal des fonctions polynomiales en les coordonnées est que ce sont des fonc-
tions continues.

Précisément, soit E et G deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une fonction de
E dans G. Soit £ = (e1,....ep) et G = (g1....,gp) des bases de E et de G. Si pour tout i
compris entre 1 et p. g7 o f est polynomiale en ses coordonnées alors f est continue.

On peut noter que le fait qu'une fonction f de £ dans G soit polynomiale en ses coordonnées
ne dépend pas du choix des bases car les formules de changement de bases sont linéaires.
EXEMPLE1 On considere la fonction déterminant det : M, (K) — K.

C’est une fonction polynomiale en les coordonnées en effet pour M = (m;;) (ig)e[ln]?>

det(M) = > £(a)myg(1) X - -+ X Mpg(n)- On en déduit que c’est une fonction continue.
0ESh

33. Utiliser une fonction polynomiale en ses coordonnées 167
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De ce fait, GL,, (K) est un ouvert de M,,(K) car c’est I’image réciproque de I’ouvert K\ {0}
par I’application det.

—

Justifier que I’application M +~ Y7 qui associe a une matrice M de Mj,(C) son
polynome caractéristique est continue.

Montrer que I’application ¢ : C[X ] x M,,(C) — M,,(C) qui associe au couple (P, M)
la matrice P(M) est continue.

Montrer que, pour toute matrice M diagonalisable. on a x (M) = 0.

En déduire que pour toute les matrices de M,,(C). xpr(M) = 0. On pourra admettre
que ’ensemble des matrices complexes diagonalisables est dense dans M,,(C)

SOLUTION
Par définition xps(X) = det(XI, — M). On note M = (771,.,;]-)(1.].)6[1_"]2 et on pose

—Mii si1i1£ g , .
4 7 J . La formule du déterminant

: . 12
pour tout (,7) € [1,n]°,a;; = { X — oty siiih

donne alors que

XM = Z (0)aig(1) X *++ X Gng(n)
oES,

En développant le membre de droite on obtient que tous les coefficients du polynome
X A7 sont polynomiaux en les coordonnees de M.

Cela signifie que la fonction M + Y s est polynomiale en les coordonnées de M et de
ce fait elle est continue.

Soit £ un entier naturel et M € M,,(C). d’apres les formules du produit matriciel, les
coefficients de M* sont des polynomes en les coefficients de M. On en déduit que si P
est un polynome alors les coefficients de P(M ) sont des polynomes en les coefficients
de M et les coefficients de . Cela implique que ¢ est continue.

Soit M une matrice diagonalisable. il existe une matrice diagonale ) et une matrice
inversible P telles que M = PDP~! Notons A, ..., An les coefficients diagonaux
de D. On sait alors que M et D ont le méme polynome caractéristique :

n
xm =xp=[[(X - X)
i=1
La matrice D étant diagonale.
xmM(A) 0 - 0
0 :
xm(D) = ) =0
0 0 xm(Mn)
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n
Maintenant, comme Y s est un polynéme que I’on peut écrire xp7 = 3 ap X* et que
k=0
pour tout entier naturel k, M* = (PDP~1)k = pDkpP-1,

xu(M) =) axM* =P (Z ak]\[k> P '=Pxu(D)P =0
k=0 k=0

4 Onavuque M — x) était continue, cela implique que 6 : M — (xp. M) est
continue. De ce fait. la fonction po 6 : M +— (xn, M) — xar(M) est continue.

L’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C) donc, comme ¢ o 6 est
continue et nulle sur une partie dense, c’est la fonction nulle. Finalement, pour toute
matrice M € M,,(C),ona xp (M) =0.

1 Justifier que la fonction qui. a toute matrice M de M;(K), associe sa comatrice notée
Com(M) est continue.

2 En déduire que I'application M +— M~! de GL,,(K) dans lui méme est continue.

Pour vous aider 3 démarrer

RCIC m 1 Justifier que chaque coefficient de Com(M/) est polynomial en les
coordonnées de M.

2 Exprimer M ! en fonction de Com(M).

1 Par définition, chaque coefficient de Com(M) est le déterminant d’une sous-matrice
de M. Cela implique que ce coefficient est polynomial en les coordonnées de M. De
ce fait M +— Com(M) est continue.

2 On sait que si M est inversible alors M~ = W ‘Com(M).

L’application M ~— Com(M ) est continue d’apres la question précédente, I’ application
A+ 'A est continue car linéaire et M m—) est continue car le déterminant est

polynomial en les coordonnées de M. Finalement M d_et(llﬂ tCom(M) = M1 est
continue.

33. Utiliser une fonction polynomiale en ses coordonnées 169
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e’ Montrer qu'une partie est compacte

a .

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

Un sous-ensemble K de E est compact si pour toute suite (2,) d’éléments de K. il
existe une sous-suite (2, (n))nen qui converge (dans K).

Si E est de dimension finie. Une partie K est compacte si et seulement si elle est fermée
et bornée.

Que faire?

I1 est important de vérifier si I’espace ambiant est de dimension finie. Si c’est le cas (ce
qui est le plus fréquent). pour montrer qu’une partie ' est compacte, on montre qu’elle
est fermée et bornée.

Dans le cadre d’un espace qui n’est pas de dimension finie, il arrive que 1’on cherche a
prouver qu’une partie /X' n’est pas compacte (meéme si elle est fermée bornée). Dans ce
cas, on exhibe une suite (z,,) d’éléments de K dont aucune sous-suite ne converge.

Quand I’espace E est de dimension finie, on peut montrer que K est borné en utilisant la
norme de E qui semble la plus appropriée.

I1 faut savoir qu’en dimension finie, les boules fermeées et les spheres fermées sont des
compacts.

On dit qu’une matrice carrée est stochastique si ses coefficients appartiennent a [0, 1] et si la
somme des coefficients de chacune de ses lignes vaut 1. Montrer que I’ensemble S, constitue
des matrices stochastiques de My (R). est un compact de My (R). On pourra utiliser la
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norme suivante de M, (R) :

VA = (aij) € MaR), A= > a4l

1<i,j<n

SOLUTION
On commence par remarquer que M, (R) est de dimension finie.
Montrons que S est un fermé de M, (R). Soit (Ax)xr>0 une suite d’éléments de S conver-
geant vers A = (a;;) € My(R). Montrons que A appartient a S. Notons pour tout
k>0, A = (af, ;)- Par convergence composante par composante, on a pour tout couple

(i,7) € {1,...,n}%

. k
lim a;; =a;;
Ry 1,] 1,7

Or les matrices Ay appartiennent a S donc tous les coefficients af ; appartiennent a 0,1]
et par passage a la limite, a; ; € [0, 1]. De plus. pour tout entier & > 0 et tout entier i
appartenant a {1,...,n},
n
Z aip =1
p=1

Donc par passage a la limite quand £ tend vers +o0 :

n
> aip=1
p=1

On en déduit que A appartient a S. Ainsi. S est ferme.

Pour toute matrice A = (a; j) de S,ona:

n

1AL =)0 laiyl

i=1 j=1

n n
=D ai

i=1 j=1

n
- 21
i=1

=N

Ainsi, S est borné (il est inclus dans la sphere de centre la matrice nulle et de rayon n).

On en déduit que S est un compact de M,,(R).

34. Montrer qu‘une partie est compacte
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m Soit n > 1. Montrer que O, (R) est un compact de M,,(R).

On consideére I’espace E des applications continues de [0, 1] dans R muni

de la norme infinie. Montrer gl e la boule unité de E. notée B. n’est pas compacte. On pourra
considérer la suite (f,) € B*' définie par

fonit—t"

Montrer que O, (R) est fermé et borné. On pourra utiliser ’exercice 3
de la fiche 31.

Que dire de la limite. pour la norme infinie, d’une suite de fonctions
continues ?

m On commence par remarquer que M, (R) est de dimension finie.

On a vu dans la fiche 31 que O, (R) est fermé (car c’est I’image réciproque du singleton
{I,} par l'application M + ‘M M). 11 suffit donc de montrer que O, (R) est borné. On
consideére par exemple la norme 2 de M,,(R) définie par

VM € Mn(R),||M||2 = /Tr((MM)

ou M = (mij) (i j)ep1,n]- Pour toute matrice M dans Op(R).

|M||2 = /Tr(tMM) = /Tr(Ip) =

On en déduit que O, (R) est borné. C’est donc un compact.

m On considere la suite (fy,),en définie par f,, : ¢ — t". Remarquons que
pour tout entier naturel 7,

falloo = sup |7 =1
te[0,1]

Les fonctions f; sont bien des fonctions de la boule unité de F.

Espaces vectoriels normes



Supposons par 1’absurde que B soit compacte. On peut alors extraire de la suite (f,)nen
une suite extraite (f,(n))nen convergente ot ¢ : N — N est strictement croissante. Notons

f la limite de la suite extraite. La fonction f est une fonction continue sur [0, 1]. Cependant,
comme la suite de fonctions (f,,(,,))nen converge uniformément vers f, elle converge aussi

simplement. De ce fait, pour tout t € [0, 1],

f(t)= lim t*™ =0

n—+4o00

et f(1)= lim 19 = 1.La fonction f est donc

n—+4o00
0 sit<1
Jites { 1 sinon.

Cette fonction n’est pas continue. C’est donc absurde, puisque la suite ( f,,() )nen ne converge
pas dans B. Ainsi, B n’est pas compacte.

34. Montrer qu‘une partie est compacte
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“ 11 ité

lien avec les applications continues

Soit (E, || - || ) et K une partie compacte de E. Par définition. si (25, ),en est une suite
avaleurs dans K alors on peut extraire une sous-suite convergente de la suite (2 )pen-
Soit (E. || - ||r) et (F.| - || F) deux espaces vectoriels normés. Soit f une application
continue de E dans F' et K une partie compacte de E. I'image directe f(K) est un
compact de F'.

En particulier, dans le cas ou F' = R, cela signifie que la fonction f est bornée sur K
et atteint ses bornes.

Que faire?

On peut montrer qu’un ensemble est un compact en montrant que ¢’est I'image d’un com-
pact connu par une application continue.

Quand on cherche a justifier qu'une fonction atteint un maximum ou un minimum, on
peut vérifier que la fonction est continue et qu’elle est définie sur un compact.

Soit (E. ||.||) un espace vectoriel de dimension finie et f une fonction continue de E dans
R telle que
VM eR,IreR Ve e E,||z|]|>r= f(z) > M

1 Justifier qu’il existe un réel positif r tel que pour tout élément = qui n’est pas dans la
boule fermée de centre Of; et de rayon r, f(2) > f(0g).

2 En déduire que f admet un minimum global.

SOLUTION

1 1l suffit d’utiliser ’hypothése avec M = f(0f). En effet, il existe alors » € R, tel

que si « n’est pas dans boule fermée de centre 01 et de rayon . notée B(0p. ). alors
[|2]| > r et donc f(z) > M = f(Og).

Espaces vectoriels normés



2 La boule fermee de centre O et de rayon r est une partie fermée et bornee de E. Elle
est donc compacte. Comme f est continue, d’apres le théoreme des bornes atteintes, il
existe «v dans cette boule tel que

fl) = min f(x)
xeB(0g,r)
On en déduit alors en particulier que f(a) < f(0g) = M car O € B(0g. 7).
Finalement «v est bien un minimum global car pour tout y dans £ :

Siy € B(0g, 7). f(a) = e%ﬂ )f(fv) < f(y).

Siy ¢ B(0g.r). f(a) <M < f(y).

On peut, par exemple, appliquer cela a ’application C — R définie par 2 — |P(z)| ou P
est un polynome de degré au moins 1.

Soitn € N* et A € M,,(C). On suppose que la suite (AP),cn est bornée. On considere une
norme N sur M, 1(C) et une autre norme ||.|| sur M,,(C).

1 Justifier que pour tout X € M, 1(C) 'application ® : M — N(MX) de M,(C)
dans R est continue.
En déduire que (P (AP))pen est bornée.

Montrer que toutes les valeurs propres de A sont de module inférieur ou égal a 1.

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K un compact de E. Soit f une fonction de K
dans K telle que

V(z,y) € K2,||f(2) — fW)I] < |lz —yl|
On considere aussi
p: K — R
z = (If(@)—all
1 Montrer que ¢ est continue.
2 Montrer que pour x € K. sip(x) # 0alors o(f(2)) < ¢(z).
3 Endeéduire que f admet un point fixe puis que ce point fixe est unique.

35. Utiliser la compacité. Lien avec les applications continues
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CE 1 Utiliser le fait que ® est la composée de deux fonctions continues.

2 Montrer qu’il existe un compact K de M, (C) tel que pour tout
entier naturel p, A? € K.

3 Pour une valeur propre A de A, utiliser ce qui précede pour un vec-
teur propre X associé a A.

1 Commencer en justifiant que f est continue
2 Utiliser la propriéte de f.

3 Considérer xg tel que p(2p) = mill% ().
re

1 Lapplication M — M X est linéaire et M,,(C) est un espace vectoriel de dimension fi-
nie donc elle est continue. La fonction N est aussi continue donc P est continue comme
composée de deux fonctions continues.

2 Soit R > 0 tel que pour tout entier naturel p, ||AP|| < R. On pose K = B(0p, R)
la boule fermee de centre Ox et de rayon R. C’est un compact car elle est fermee et
bornée (I’espace M,,(C) est de dimension finie). L’application ¢ est donc bornée sur
K et finalement la suite (®(A?)),en est bornée.

3 Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre (non nul) associé a A. Pour tout
entier naturel p, APX = A\ X. Cela implique que N(APX) = |A|PN(X) et finalement
O (AP ;
AP = ﬁ La suite (|A|P),cn est bornée puisque la suite ($(Ap))pen est et done
Al < 1(si|A| > 1 alors la suite (|A[P),cn ne serait pas bornée car elle tendrait vers
+00).

1 La fonction f est continue car elle est 1-lipschitzienne. On en déduit que f — idg est
continue puis que @ aussi par composition car x — ||z|| est continue.

2 Soit z € K tel que ¢(2) # 0 ce qui signifie que f(2) # 2. On a, par propriété de ¢ :
e(f(z)) = IF(f(2)) — f(@)]] < |[f(2) — 2] = ¢(z)

3 La fonction ¢ est une fonction continue sur un compact. Elle est donc bornée et at-
teint ses bornes. Il existe donc z tel que ¢(29) = lllill} (). Supposons par I’absurde
z€

Espaces vectoriels normes



que ¢(zg) > 0. D’apres la question précédente, ¢(f(20)) < @(20) ce qui contredit
I’hypothese faite sur .

Cela montre que p(29) = 0 ce qui signifie que f(2¢) = 2¢: le point 2y est un point
fixe de f.
Supposons qu’il existe un autre point fixe yp de f, la propriété de f permet d’écrire :

[lzo = woll = [[f(x0) — F(wo)ll < [|z0 — wol|

ce qui est absurde.
La fonction f possede donc un unique point fixe.

35. Utiliser la compacité. Lien avec les applications continues 177
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Montrer qu'un ensembie

Soit (E, || - || ) un espace vectoriel normé et X une partie de E. Soit 2 et y deux éléments

de X, un chemin de = a y dans X est une application continue v : [0,1] — X telle que
7(0) =zety(l) =y.
© Une partie X de F est dite connexe par arcs. si pour tout couple (z,y) € X?2. il existe
un chemin de 2 a y.
Soit f une application continue d’un espace vectoriel norme (£, || - || ) dans un espace
vectoriel normé (F, || - || p). Si X est une partie connexe par arcs de E alors f(X) est
connexe par arcs.

Que faire?

Pour montrer qu’une partie X est connexes par arcs, on considere deux éléments de X et
on construit un chemin de z a y.

Une meéthode pour montrer qu'une partie X n’est pas connexe par arcs et de trouver une
application continue f : E — F telle que f(X) ne soit pas connexe par arcs.

I1 faut savoir que les ensembles convexes sont connexes par arcs. En particulier les inter-
valles de R sont connexes par arcs.

Par contre R* n’est pas connexe par arcs. En effet, soit v : [0, 1] — R continue telle que
7(0) = —1ety(1) = 1. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]0, 1|
tel que y(¢) = 0. Cela montre que -y n’est pas un chemin a valeurs dans R*.

Soit Y = {21....,2,} un ensemble fini de nombres complexes. On note X = C\ Y son
complémentaire. On veut montrer que X est connexe par arcs, on considere donc g et 2
dans X et on cherche a construire un chemin ~ de xg a 2; dans X.

Pour tout nombre complexe = on note M (2) le point d’affixe 2.

1 Justifier qu’il existe un réel positif R tel que max {|xo|, |z1|, [21],.... |2} < R.

2 Justifier qu’il existe un nombre complexe z(, de module R tel que les affixes complexes
des points du segment [M (20) M (z,)] appartiennent a X .
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Construire un chemin de 2 a x; dans X et conclure.

SOLUTION

L’ensemble {|xo|, [21],|21],....|2p|} est un ensemble fini. Il a donc un plus grand élé-
ment noté . On peut prendre R = o + 1.

Pour tout # compris entre 1 et p. on considere la droite A; passant par les points M ()
et M (z;). Cette droite coupe le cercle de centre O et de rayon R en au plus deux points.
L’ensemble des points M du cercle de centre O et de rayon R tels qu’il existe un point
M (z;) sur le segment [M (20)M] contient donc au plus 2p éléments. On peut donc
considérer un point M sur ce cercle tel que les affixes complexes des points du segment
[M (20)M] sont dans X puisque Y est de cardinal fini. Il ne reste plus qu’a noter x,
I’affixe complexe de M.

On peut de méme construire un complexe 2} de module R tel que les affixes complexes
des points du segment [M (21)M (2})] appartiennent a X. Si on pose 2, = Re'% et
2} = Re™' on peut construire les chemins

ithy +(1—t)ify .

it teg+ (1 —t)zg ; y2:t— Re Y3 it tay + (1 —t)2])

Le chemin 7, est, par construction, un chemin de 2 a 2(, dans X, le chemin v» est,
un chemin de 2(, a 2} dans X, car pour tout 2 dans Y, |2| < R et le chemin 3 est un
chemin de 2} a ; dans X. En concaténant ces trois chemins, on obtient un chemin de
rpaxr; dans X.

Cela prouve que X est connexe par arcs.

Montrer que GL,,(R) n’est pas connexe par arcs.

a. Soit A, B dans GL,,(C), montrer que 1’application de C dans C définie par
@ :t > det(tB + (1 —t)A) ne s’annule qu’en un nombre fini de valeurs.

b. Montrer que GL,,(C) est connexe par arcs.
Pour vous aider a démarrer

m 1 Utiliser I'application déterminant.
2 a. Montrer que ¢ est polynomiale.

b. On pourra utiliser I’exercice traité en exemple.

36. Montrer qu'un ensemble est connexe par arcs
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On considere 1’application déterminant : det : M, (R) — R. C’est une application
continue car polynomiale. On remarque que det(GL,(R)) = R* et que R* n’est pas
connexe par arcs. Cela implique que GL,,(R) ne I’est pas non plus.

a.

Soit A, B dans GL,,(C). Comme I’application det est polynomiale, I’application ¢

est polynomiale. De plus ¢(0) = det(A) # 0 ce n’est donc par le polynome nul.
Elle s’annule en un nombre fini de valeurs.

Soit A, B dans GL,(C). On considere ’application ¢ comme ci-dessus. On note
Y '= 425y 2p} les complexes tels que ¢(z;) = 0 (I’entier naturel p est éven-
tuellement égal a 0). On pose X = C\ Y. Comme A et B sont dans GL,,(C), 0 et
1 appartiennent a X qui est connexe par arcs d’apres l’exercice traité en exemple.
Notons v un chemin de 0 a 1 dans X et posons & : [0, 1] — M,,(C) définie par

h:t—~(t)B+(1—7(t)A

Comme 7 est continue, & est continue. De plus 2(0) = Acary(0) = 0Oeth(l) = B
cary(l)= L

Pour finir, pour tout ¢ dans [0, 1], 7(t) € X et donc det(h(t)) = ¢(7(t)) # 0 car
7(t) € X. Cela montre que h est un chemin de A a B dans GL,(C).

Finalement GL,(C) est connexe par arcs.
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La notation £ désigne un R—espace vectoriel de dimension finie ou non.
Un produit scalaire est une application ¢: E x E — R vérifiant :

(symétrie) V(z,y) € B2 o(z,y) = o(y, )
* (linéarité a gauche) VA € R, V(z1, 29,y) € E>

P(Axy + 22,y) = Ad(x1,y) + ¢(22,Y)
(linéarité a droite) YA € R, V(z, y1,2) € E>
o(z, Ay1 + y2) = Ad(z, 1) + d(, y2)

© (positivité) Vo € E, ¢(z,2) > 0
(caractere défini) Vo € E, ¢(z,2) =0=>2 =0

EXEMPLE 1
Soient (X,Y) € Mp1(R)% (X,Y) — XTY, ou X7 désigne la transposée de lamatrice X,
définit le produit scalaire canonique sur M, 1(R).

Que faire?

Pour montrer qu’une application est un produit scalaire, il n’y a pas d’autre fagon que de
veérifier scrupuleusement les 5 points énonceés ci-dessus.

Lorsque le produit scalaire est défini par une intégrale. le caractere deéfini s’obtient en
utilisant le théoreme énoncant qu’une fonction continue et positive sur un intervalle est
d’intégrale nulle sur cet intervalle si. et seulement si. cette fonction est nulle sur cet inter-
valle.

Lorsqu’un produit scalaire est défini sur un espace vectoriel de polynomes par une inté-
grale, le caractere défini s’obtient en utilisant le fait que le seul polynéome admettant une
infinité de racines est le polynome nul.

37. Montrer qu’une application est un produit scalaire
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En pratique, la linéarité a droite (respectivement a gauche) est toujours la conséquence de
la symeétrie et de la linéarité a gauche (respectivement a droite). On parle de bilinéarité.
Soit (A, B) € M,(R)2, I'application (A, B) + Tr(ATB) (ou AT est la transposée
de A) désigne le produit scalaire canonique sur M, (R). La symétrie et la linéarité a
droite s’obtienne d’apres les propriétés de la trace. Pour prouver le caractere defini et la
positivité, il faut passer par les coefficients de A.

Soit n > 2, on pose E = R, [X] et pour P,Q € E. on pose ¢(P, Q) = f P(t
Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

SOLUTION
On vérifie les axiomes.
La fonction polynomiale ¢ — P(t)Q(t) est a valeurs réelles donc ¢( P, Q) est un réel, ¢ est
donc bien une application de £ x E dans R.
Le produit de polynomes étant commutatif. il est clair que ¢( P, Q) = ¢(Q, P) ce qui prouve
le caractere symeétrique.
Sot \e R, P,.P.Q€e FE

SO\, + Py, Q) = / (APL (1) + Py(t)) Q(t)dt

/\Pl(f t) + P2(t)Q(t)) dt

df+/ Pyt

= Q) + (P2, Q)

Il

Il
\'\

ce qui etablit la linéarité a gauche. Par symeétrie, ¢ est également linéaire a droite.

Soit Pe E, ¢ f ' P(t)2dt > 0 comme intégrale d’une fonction positive.

Enfin, comme t — P( )2 est continue et positive sur [—1, 1], si elle est d’intégrale nulle,
cela signifie que c’est la fonction nulle sur [—1, 1]. Par conséquent, t — P(t) est la fonction
polynomiale identiquement nulle sur [—1, 1]. C’est donc un polynéme admettant une infinité
de racines, il s’agit donc du polynome nul. Ainsi on prouve le caractére défini.

En conclusion, ¢ définit un produit scalaire sur E.
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Soient P, @ € R, [X]. on définit I’application
(P, Q) — ZP(" )™ (1)

montrer que ¢’est un produit scalaire. 2 Source : D"aprés CCP PSI

On note E I’espace vectoriel des fonctions de classe C! de [0,1] dans R. Pour (f,g) € EZ?,
on note

6(f.9) = £(0)g(0 /f (t)d/ (¢

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E. D Source : D’aprés IMT MP

Pour le caractere defini. utiliser le lien entre la multiplicité de la racine
d’un polynome et ses dérivées successives.

I1 faut veérifier les 5 propriétés qui definissent un produit scalaire. La
reéelle difficulté concerne le caractere défini. Pour ce dernier on remarque
qu’une somme de quantite positives eégale a 0 implique que chaque terme
est nul ce qui permet de prouver que f’ = 0 sur [0, 1] et que f(0) = 0.

Soit (P, Q) € R,[X]2. pour tout k € [0,n]. comme P*)(1) et Q*)(1) sont des réels ainsi
(P, Q) € R, par suite, ¢ est bien une application de R, [X]| x R, [X] dans R.

Le produit de nombres réels étant commutatif. on trouve facilement que ¢(P, Q) = ¢(Q, P)
ce qui établit la symétrie.

37. Montrer qu’une application est un produit scalaire
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Soient A € R. P1, P, Q € R,[X], k € [0,n], par linéarité de la dérivation et de I’évaluation
enl, (AP + P2)® (1) = AP® (1) + PP (1). Ainsi,

d(AP1 + P2, Q) =Y (AP + P)® ()W (1)

=0

=4 -~ PO 1M +ZP‘“ (1)
=0

o

ce qui prouve la linéarité a gauche. Par symeétrie, on obtient également la linéarité a droite.
n
; 2 e
Soit P € R,[X]. ¢(P.P) = 3 (P™(1))” > 0 comme somme de termes positifs. Par

suite,
#(P,P)=0=>Vke[o,n] P®1)=0

ainsi, 1 est une racine au moins (n + 1)-iéme de P, or P est un polynome de degré au plus
n, par conséquent, P est le polynome nul ce qui prouve le caractere défini.
En résumé, ¢ définit un produit scalaire sur Ry, [X].

Soient (f,g) € E?. ’application ¢(f, g) = ) + fo t)dt est symeétrique par

commutativité du produit de deux nombres 1eels
En exploitant la linéarité de la dérivation et de I’intégration. on a. pour fq, fo,g € E.LA € R

1
SO+ forg) = Af1(0)g(0) + f2(0)g(0) + A / f(t)g (t)dt + /O f() (t)dt

= Xo(f1,9) + 9(fa,9)

ce qui prouve la linéarité a gauche, et de part son caractere symétrique, la linéarite a droite.
Soit maintenant f € E, ¢(f, f) > 0 comme somme de quantités positives et des lors, si

¢(f f) = 0 alors :

f(0)=0
{fo f(t)*dt =0

Dés lors, t ~ f"?(t) est une fonction positive, continue dont I’intégrale sur [0, 1] est nulle,
par conséquent f = 0 sur cet intervalle. On en déduit donc que f est constante sur [0, 1]
d’ou, pour tout t € [0,1]. f(t) = f(0) = 0. On établit ainsi que ¢ est une forme définie
positive ce qui acheve de prouver qu’elle définit un produit scalaire.
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Déterminer le projeté orthogonal
SUT UN SoUs-espace vectoriel 7

La notation £ désigne un R—espace vectoriel de dimension finie ou non muni d’un produit
scalaire. Lorsque E sera de dimension finie, on posera dim E' = n.

© Un endomorphisme p verifiant la relation p o p = p est appelé un projecteur et on a
I’égalité Ker(p — Id) = Im(p) avec de plus E = Ker(p) & Im(p).

A toute décomposition E = F @& G sont associés deux projecteurs. Le projecteur p sur G
(c’est-a-dire Im(p) = G) parallelement a F' ( ¢’est-a-dire Ker(p) = F) et le projecteur ¢
sur F' ( ¢’est-a-dire Im(q) = F)), paralléelement a G ( ¢’est-a-dire Ker(q) = G).

On a de plus ¢ = id —p.

© Si E est muni d’un produit scalaire (-, -), si p est un projecteur symeétrique alors la somme
Ker(p) & Im(p) est orthogonale. On dit que p est un projecteur orthogonal. Réciproque-
ment, si E = F @ G avec F- = G alors les projecteurs associés sont orthogonaux.

=

EXEMPLE 1 Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique, ’application 7 définie
par

VX = (21,22) € R2 m (X) = (21,0)

s appelle premiere projection coordonnée. C’est un projecteur orthogonal.
© Soit F un sous-espace vectoriel de E et € E. La distance de 2 a F', notée d(z, F') est
égale a d(2, y). o y désigne le projeté orthogonal de x sur F :

d(a:’F) :%d(ma z) = d($1y) = \/(x -y _y)

Que faire?

© Soitx € E sur F, on exhibe une base orthonormée (fi, ..., fp) de F. le projeté orthogo-
nal y de x sur F est alors donné par la formule :

14
Y= Z (CB, f‘i) fi
=1

38. Déterminer le projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension finie 187
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1

ce qui fournit une équation en les (aj, . ... ap). On obtient ainsi un systeme de p équations
a p inconnues a résoudre.
On peut déterminer une base orthonormee (f1,. ... fp) de F et calculer le projeté ortho-

gonal de 2 sur chacune des droites engendrées par les f; : (z, f;) fi. Le projeté est alors
P
Yy = }:1 <‘T! fl) fl
=
Soit 2 € E et y sont projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel F'.
D’apreés le théoréeme de Pythagore, (z —y,y) = 0, d’o0 (2 —y, 2 —y) = (x —y,y)
donc

2 2 2
d(z,y) = V{x—v,y) et |lz—y||"=]z|" -yl

ce qui simplifie les calculs, notamment lorsque 1’exercice demande le calcul du carré de
la norme.

Lorsque F' est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1, il est plus pratique de calculer
le projeté orthogonal sur F- qui est une droite. En effet, si u est un vecteur directeur normé
de F'- alors le projeté orthogonal y de 2 sur F’ est donné par la formule :

Yy =2~ {z,u)u
Pour F un sous-espace vectoriel de E, si y € F'- désigne le projeté orthogonal de x

sur F- alors d(x, F) = ||y
Soit # € E. Lorsque z € F son projeté orthogonal sur F' est lui-méme.

Exemple traité
On munit M3(R) du produit scalaire (A, B) = Tr(A” B) ou AT désigne la transposé de A.
0 1 2
Soit M = | 2 0 1].Calculer ladistance de M a S3(R) le sous-espace vectoriel
-1 -1 0

de M3(R) des matrices symétriques.

Soit H I’ensemble des matrices de trace nulle de M, (R).

Montrer que H est un sous-espace vectoriel de M, (R) et donner sa dimension.

Soit J la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. Calculer la distance de .J

aH. > Source : CCP MP
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SOLUTION

L’espace M3(RR) se décompose en la somme directe du sous-espace vectoriel des ma-
trices symétriques et de celui des matrices antisymeétriques (noté A3(R)). De plus. ces
deux sous-espaces sont des supplémentaires orthogonaux car si S est symétrique et A
antisymetrique.

2(A,S) = (A, S) + (S, A) = Tr(ATS) + Tr(ST A)
= —Tr(AS) + Tr(SA) =0

ce qui prouve bien I’orthogonalité des deux sous-espaces. Par suite. I’écriture

M= %(M +MT) + %(M — MT) € 83(R) ® A3(R)

fournit la décomposition de M en somme d’une matrice symétrique et d’une matrice
antisymetrique. Le projeté orthogonal de M sur S3(R) est donc p(M) = %( MT 4+ M).
Ainsi,

d(M, S3(R))? = [|M — p(M)||> = (M — p(M), M — p(M))
= (M —p(M),M)

= % (M- MT, M)

= -;—Tr (M - MT)T )

Tr (MT — M)M)

(Te(MTM) — Te(M?)) =7

:

2

:
2
en conclusion, d(M, S3(R)) = /7.

Par définition, H = Ker(Tr), il s’agit donc d’un sous-espace vectoriel de M,,(R) et
comme la trace n’est pas une forme linéaire nulle, dim H = n* — 1.
On montre facilement que Id € H, en effet. pour M € H. (Id, M) = Tr(M) = 0.

On pose alors U = ||1_11|| Id.= ﬁ Id un vecteur directeur unitaire de H . Par suite, le
projeté orthogonal de .J sur Vect ( \—}-; Id) = H' vaut 1 (1d, J)1d = Id donc
1 2
d(J,H)? = H; (1d, JY1d|| = ||l[d||> =n

d’oud(J,H) = \/n.

38. Déterminer le projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension finie
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m Pour A = (aij)1<ij<n € B = (bij)1<i j<n matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels, on admet que

$(A.B)= Y aijbi

1<i,j<n

défini un produit scalaire sur M, (R).
Soit H I’ensemble des matrices de M,,(R) dont la somme des coefficients est nulle et A

une matrice de M,,(R). Calculer la distance d(A, H). 5 Source : CCP PS|

m On munit R? de sa structure euclidienne canonique.

1 Soit H le sous-espace vectoriel de R? d’équation 2 — y + z = 0. Déterminer le projeté
orthogonal de X € R? sur I’orthogonal de H.

2 Endeduire le projeté orthogonal de X sur H. puis la matrice dans la base canonique de
la projection orthogonale sur H.

3 Déterminer la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a
H.

2 Source : TPE PC

Soit (a,b) € R2, on considére I, = [ (tIn(t) — at — b)dt
1 Justifier que I, existe.

2 Soit k € N*, justifier que J; = fol t* In(t)dt existe et en calculer la valeur.

3 Calculer inf I,.
(a,b)cR2

m On pourra montrer que H est le noyau d’une forme linéaire pour en dé-
duire qu’il s agit d’un sous-espace vectoriel de dimension n? — 1. L’or-
thogonal de H est alors une droite dirigée par la matrice dont tous les
coefficients sont égaux a 1 qu’il suffit alors de normer. Enfin, on calcu-
lera le projeté orthogonal sur cette droite pour en déduire d( A, H).
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m 1 L’équation de H fournit un vecteur directeur de son orthogonal
qu’il suffit alors de normer pour en avoir une base orthonormee.

2 SiY est le projeté orthogonal de X sur H+ alors X — Y est celui

sur H.
3 Lasymetrie associée au projecteur de matrice P admet pour matrice
S=2P=1

m 1 Remarquer que la fonction ¢ ~— tIn(t) se prolonge par continuité
en 0.

2 Remarquer que la fonction t — t* In(t) se prolonge par continuité
en 0.

3 Reconnaitre qu’il s’agit du carré de la distance de tInt a R;[X]

pour le produit scalaire (f, g) — fo t)g(t)dt sur C'([0, 1], R).

Soit M = (mij)i<ij<n € Mn(R). onpose f(M) = 3 m;j. On vérifie facilement

1<ij<n
que f est une forme linéaire non nulle et que H = Ker(f) donc dimH = n? — 1. On
pose alors .J la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. Il est clair que J € H*,
en effet pour M € H, ¢(M,J) = 3 my; = 0. Lanorme de J vaut \/¢(J,J) = n

1<i j<n

1
d’ou H+ = Vect (—J ) On en déduit alors que le projeté orthogonal de A sur H* vaut

0} (A,lJ) -l—J = (b(A J)J Deés lors,
n n
2 1 2 1 2
(4,1 = 6 (G304 5004, 0)T ) = L0 A, TP6(2.7) = 250(A.)

ot d(A,H) = L |6(A, J)| =

==

38. Déterminer le projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension finie
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1 Unvecteur orthogonal a H est (1, —1, 1) donc une base orthonormale de H- est donnée

1
par U = —(1,—1,1). Ainsi, pour X = (2,9, 2) € E. le projeté orthogonal Y de X

V3
sur H+ vaut

Y:<U’X>U::l?—_y+2_

¢

(1,—1,1)

2 Comme Y est le projeté orthogonal de X sur H-, X — Y est celui sur H. soit

T—yY+2z
3

r+y—z,2+2y+2z,—x+y+22)

i

en calculant I’image des trois vecteurs de la base canonique (1, 0,0), (0,1,0) et (0,0, 1),
on en déduit que la matrice de la projection est :

{2 1 -1
Pzl 1 9 1
AR & B

3 En appliquant la formule reliant la matrice d’un projecteur a celle de la symeétrie asso-
ciée. on obtient :

1 (1 2 -2
S=qP—~T=x§2 1 2
YA—=2 2 1

1 Lafonction f: ¢t — tInt prolongée par continuité par 0 en 0 est bien une fonction de

C9([0,1],R) done, pour tout (a,b) € R?, t + tIn(t) — at — b est continue sur [0, 1]
donc I, j existe.

Algebre bilinéaire



2 Soit k € N*, t ~ t*In(t) est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 0 donc
Jj. existe. Les fonctions t — {%‘ et t — In(t) sont de classe C! sur |0, 1], intégrables
sur ]0, 1] et enfin comme tlgl(l) ‘,:% In(t) =0 = tlg} ‘,:TJrll In(t). on peut procéder par
intégration par parties :

tk+l 1 1 1
Jp = In(t)| — thdt
k |k+1 ‘( )L k+1/0

-
(k4 1)2

3 On utilise I'indication. Une base de R;[X] est (1, X). en notant aX + b le projeté
orthogonal de f sur Ry[X], ona (f(t) —at —b,1) = 0 = (f(t) — at — b, t) ce qui
amene au systeme

fytint—at—b)dt =0 _ [Ji—afjtdt—bfldt =0
Jo (It —at> —bt)dt =0~ |Jo—af, t2dt—bf tdt =0

Ainsi,
. . 1 s & AP
Y t) — = — = 1 = = ==
it s = 10— 5 + 3| =rne - ||§ -3
t3
Par suite, comme ¢ + In*(t) et t 3 sont de classe C! et intégrables sur ]0, 1],
5 Ul n . P ;
tlg% 3 @) == tlgl} T In“() en procédant par intégration par parties :
||f]|2—/1t2ln2tdt——g/thIn(t)dt——gJ 5
o AR T8 W
et
2 1 2 1 /42
L. _/ L. dt:/ LA | PP
6 3 o \6 3 o \36 9 9
_1 11
108 18 9
s s
108
= — 2 7 _ 1
On a alors, (‘1’11’1)1€f1R2 Iop = 35 — 108 = 108"

38. Déterminer le projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension finie 193



Mettre en piace le procédeé

d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien réel.

- (Orthonormalisation de Gram-Schmidt — Cas particulier de 2 vecteurs)
Soit (u, ug) une famille libre de E.
Alors on peut transformer (u;,u2) en une
famille orthonormale (e, €2) de F en pro- L’

cédant de la maniere suivante :
uy

flual”

— on « orthogonalise » uo en lui Otant
sa composante selon e, qui vaut

— on normalise u; en posant e} =

(ug,e1)ey. Le vecteur ainsi obtenu est =)

orthogonal a ey, il reste a le normaliser. }

C’est pourquoi on pose : (uz, er)es

= up — (ug, e1)e Visualisation graphique
l[ug — (uz, er)er|
(Orthonormalisation de Gram-Schmidt - Cas général)
Soit n un entier naturel non nul et (u;);c1,,] une famille libre de E.
Alors il existe une unique famille orthonormale (€;);c1,n] telle que :
(1) Vie[l,n], Vect(ey,---,e;) = Vect(uy,---,u;)
(¢1) Vie[1,n], (ei,u;)) > 0 (pour I'unicité)

La famille (€;)ic[1,n] se construit de proche en proche grace aux formules suivantes :

i
ui — Y (uj,ex)eg

a=2 et Vie[2n], o= —=
||'u,1 " (sin >2)
Uu; — Z(%y ek)ek
k=1
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Que faire?

Soit n un entier naturel non nul.

Il faut bien comprendre géométriquement le cas particulier de n = 2 vecteurs.
Apres quoi. il sera plus facile de comprendre et d’assimiler le cas général d’un nombre n
quelconque de vecteurs.

Il faut s’entrainer a appliquer le procéde d’orthonormalisation de Gram-Schmidt dans des
espaces vectoriels de référence divers et variés, parmi lesquels :

R* , M,[R) , Ry[X] , C%0,1,R) , etc...

En cas de difficulté a comprendre le cas de deux vecteurs, il convient de revoir I’ interpre-
tation géomeétrique du produit scalaire en terme de projection.

Il est conseillé de faire une figure pour développer I’intuition géométrique.

On munit Rs[X] du produit scalaire (-, -) défini par :

2
V(P,Q) € (R2[X])?, (P,Q) =) P(H)Q(>)

j=0
Déterminer une base orthonormale de Ro[X] relativement au produit scalaire (-, -).

SOLUTION
On considére la base canonique # = (1, X, X?) de Ry[X].
On applique a cette famille libre le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour
obtenir une base orthonormeée (e, €9, €3) :

— Construction de ey :
On normalise u; = 1 en posant :

1 —_— - > u =1
ey

e
el ~ T 3 7
V3

1 = Fig. 1 : Construction de e

39. Mettre en place le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
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— Construction de €3 : ———————————
On « orthogonalise » uo = X en lui otant ;
sa composante suivant le vecteur e; pre-
cédemment construit, puis on normalise
le tout. Ainsi,

U — (U2-,01)

(&4 —
’ ||u2 — (w2, e1)en]
-=-=>»u =1
oy
—{X f>7 ; >
) ux X, Z) L e
RVELRVE
. X-1 X-1
? I1X —1]| ? V2 Fig. 2 : Construction de e
(X, 75)=V3 IX - 1) =v2
— Construction de €3 : uz = X2
On « orthogonalise » u3 = X? en lui A 7

Otant ses composantes suivant les vec-
teurs e et ey précédemment construits,
puis on normalise le tout. Ainsi,

ug — (ug, e1)e; — (ug, ea)er

4 = ||u-; — (ug,ey)e; — (ug, ea)es|| 1
— (Xl 7,)7 (Xz )X 1
”X2 (X ’ ‘/‘;)7’ (X) )7'“ I (X2,81>€1 + (X2,62)02’
X?-2X + 3 1
= = 3X%2-6X +1
e «¥+J||?f( ;
X% m=7 X2 -2X + 3| = % Fig. 3 : Construction de e3

(x2,X21)=2v2

Ainsi, base orthonormalisée de Gram-Schmidt obtenue a partir de la base canonique est
la famille suivante :
1 X-1 1

(%, 5 (3X%2—6X + 1))
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On munit R? de son produit scalaire canonique (-, -).
Orthonormaliser la base constituée des vecteurs suivants :

w=(1,0,1) up=(1,1,1) ug=(-1,-1,0)

Reprendre pas a pas le raisonnement mené dans Exemple traité.
Faire des figures!

On applique a la famille libre (uy, uo, u3) le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
pour obtenir une base orthonormée (e, €2, €3) :

— Construction de ey :
On normalise u; = (1,0,1) et on pose

alors : PPy =0,
uy 1
€] = m — 72.(1,0,1)
t Fig. 1 : Construction de e}
(1,0, = 75

— Construction de €5 : uz = (1,1,1)

On « orthogonalise » us = (1,1, 1) en lui A Y
otant sa composante suivant le vecteur e, & &
précédemment construit, puis on norma- S e
lise le tout. Ainsi, g .
|
up — (ug, e1)eq 3
I (PR
2 2,€1)€1 1 -—-»u; =(1,0,1)
(0,1,0) . =
T ToLop; ohY e
(u,e1) = V3 (0,1,0)]| = 1 Fig. 2 : Construction de e

39. Mettre en place le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
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— Construction de €3 :

o
LY
On « orthogonalise » u3 = (—1,—1,0) A T
en lui oOtant ses composantes suivant 9 s
les vecteurs e; et ez précédemment | »
construits, puis on normalise le tout. g
Ainsi, )
” uz — (ug, e1)er — (ug, e2)ea 14
3 = S Vect(er, e
llug — (us, e1)er — (us, e2)es|| echen &) "
b © (us,er)er + (us,ea)er
o 1 N % b ] b
(uz,e1) = —J= I14(=1,0,1)|| = L2 - ;
: V2 g\=4Y il =g Fig. 3 : Construction de e3
(uz,ea) = —1

Ainsi, la base orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base (uy, us, ug) est la famille sui-

vante : | |
(%(1,0, 1), (0,1,0), ﬁ(-Lo, 1))
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Montrer awun endomorphisme -
t'un espace préhiibertien v 43

La notation £ désigne un R—espace vectoriel de dimension finie ou non muni d’un produit

scalaire (-, -).

Un endomorphisme u € L(E) est symétrique si
V(z,y) € B%, (u(z),y) = (z,u(y))

EXEMPLE 1

Soient a et b deux vecteurs unitaires de £. On définit alors I’endomorphisme u € L(E) par
Vee E, wu(z)=(x,a)b+ (z,b)a

Montrer que u est symétrique.

» SOLUTION
Soit (z,y) € E2,

(u(z),y) = ((z,a) b+ (z,b) a,y)
= (z,a) (b,y) + (z,b) (a,y)
= (z,(b,y) a) + (z,(a,y) b)
= (z, (b,y) a + (a,y) b)
= (2, u(y))

ce qui prouve que u est symetrique.

40. Montrer qu'un endomorphisme d’un espace préhilbertien est symétrique =~ 199 |
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Que faire?

Pour prouver qu’un endomorphisme est symetrique, on peut verifier que la matrice le repre-
sentant, dans une base orthonormée, est symeétrique.

EXEMPLE 2

: ; ; e : 1 2 et :
L’endomorphisme canoniquement associe a la matrice (2 3 | estsymetrique dans R? muni

du produit scalaire canonique.

Lorsque la définition directe ne permet pas de conclure, il faut parfois se ramener a I’ex-
pression matricielle de I’endomorphisme dans une base orthonormee.

EXEMPLE 3

Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base ((1,0), (1,1)) est :

4 1
= (3 -1)

Montrer que u est un endomorphisme symétrique de R? muni de son produit scalaire
canonique.

En effet, la base ((1,0), (1,1)) n’est pas orthonormée pour le produit scalaire canonique
de R?, on cherche donc la matrice N de u dans la base canonique. Par application de la
formule de changement de base :

N=P'MP= <(1) 31) <§ —11) ((1) }) B (-‘-1’> 3)

La matrice de u dans une base orthonormee étant symeétrique, u est un endomorphisme
symeétrique.

Attention de ne pas confondre endomorphisme symeétrique et symeétrie vectorielle. Cer-
taines symetries peuvent étre symeétriques et d’autres non, tout comme il existe des endo-
morphismes symeétriques qui ne sont pas des symeétries.

. i 1 o . o
EXEMPLE4 La matrice S = % (1 1) est symetrique et est la matrice d’une symeétrie
vectorielle car S% = I.

; 10 o 5 ; . ;
La matrice (0 o ) est symétrique pour la meéme raison que S mais n’est pas la matrice

s £ : 1 3 ; 222 s g
d’une symeétrie vectorielle. Enfin, M = % (1 _1) n’est pas symetrique mais verifie

M? = I, ¢’est donc la matrice d’une symétrie vectorielle.
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Soit E = R, [X] muni du produit scalaire (P, Q) = f_ll P(t)Q(t)dt.
Montrer que 1’endomorphisme ¢ défini sur E par p(P) = (1 — X?)P"(X) — 2XP'(X)
est symétrique.

SOLUTION
Soient P,QQ € E.ona

1

(P, @) = [ (1-*)P"(0 - 2P 0) Qi

—1

Ort +— Q(t)ett — (1 —t2)P'(t) sont des fonctions de classe C! d’aprés les théorémes
usuels, on peut donc effectuer une intégration pas parties :

1
(@(P).Q) = [1-APORW), - [ (1-APO W

1

- -/l (1—t3)P'(t)Q'(t)dt

1

il est clair que P et () sont interchangeables dans le calcul précédent ce qui prouve que
(p(P),Q) = (P,¢(Q)) donc ¢ est bien un endormorphisme symeétrique de E.

Soit E = C*°([0, 1], R) muni du produit scalaire (f, g) = fol f(t)g(t)dt. Soitu € E tel que
u(0) = u(1) = 0. On définit une application 7" sur E par

T(f) = u'f +uf"
Montrer que 7" est un endormorphisme symetrique de E.

Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien. On considére u et v deux endomorphismes symé-
triques de E.
Montrer que u o v est symetrique si et seulement st uov = v o u.

40. Montrer qu'un endomorphisme d’un espace préhilbertien est symétrique
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EXERCIC| m On montre le caractére symétrique de u a partir de la définition en utili-
sant une intégration par parties.

KERCIC| m On démontre le caractere symetrique en appliquant deux fois la défini-
tion.

IlllIIIIIIIII|III|IIII|IIlIIIIIlIIIIIIIIII_|I|IIIIIIIIIIIIIlIIlIlIIlllIIIlIIIIlIIlIII
CIC

Il est tout d’abord clair que, si f € E alors T'(f) € E en outre, soient f,g € E, A € R,

TOAf+g)=u (Af+9) +u(Af+g)"
=M +u' g+ uf” +ug”
— /\(u’f' EE 'U,f”) i (U,g’ 4 ugll)
=AT(f) +T(9)
par linéarité de la dérivation. Des lors, 7" est linéaire de E dans E. c’est donc un endomor-
phisme de E.
On prouve maintenant que 7" est symétrique par la définition. Soient f et g € E. les fonctions

t — u(t)f'(t) ett — g(t) sont de classe C* sur [0, 1] donc on peut effectuer une intégration
par parties :

1
@0 = [ W +ur) gt
1
= [u®F O9o)]y - [ uOr O @
1
= [Cuwrod@a

en vertu des hypotheses faites sur u. Comme f et g jouent des roles symétriques dans cette
derniére expression, on en déduit que (7'(f),g) = (f,T(g)) ce qui prouve bien la symétrie
de T
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On raisonne par double équivalence :

wowv estsymétrique & Ve, y € E (vov(z),y) = (x,uov(y))
oVe,ye B (v(z),u(y)) = (z,uov(y))
eVe,ye E (z,vou(y)) = (z,uov(y))
&SVe,ye E (z,vou(y) —uov(y)) =0
SVYye E vou(y) =uov(y)
Svou=uov

La «simplification par 2» dans le produit scalaire de la quatrieme équivalence provient du
fait que vo u(y) —uo v(y) € E+ = {0}.

Dans le cas particulier ou E serait de dimension finie, le résultat peut s’énoncer sous la
forme : soient M et N deux matrices symeétriques alors M N est symétrique si et seulement
si M N = N M. Cerésultat se prouve facilement en utilisant les propriétés de la transposée :

MN = (MN)T < MN=NTM"
&~ MN=NM

40. Montrer qu‘'un endomorphisme d’un espace préhilbertien est symétrique
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Montrer qu'un endomorphisme
d'un espace préhilbertien

est orthogonai

La notation E désigne un R—espace vectoriel de dimension finie ou non muni d’un produit
scalaire (-, ).

~ Un endomorphisme u € L(E) est orthogonal (on dit aussi que « est une isométrie) si
VeeE, |[u(z)|| =l

EXEMPLE1 Soit f un endomorphisme orthogonal de E' et s une symétrie orthogonale. alors
foso f~!estorthogonal. En effet, soit » € E,

17 (s G @I =1ls G @) =177 @ = [l

car f. s et f~! sont des isométries.

© Un endomorphisme u € L(E) est orthogonal si, et seulement si

V(z,y) € E%,  (u(z),u(y)) = (z,y)

Que faire?

On peut vérifier directement la définition.

~ Si E est de dimension finie, un endomorphisme u est orthogonal si une matrice U associée
a u dans une base orthonormale vérifie

vTu =1

EXEMPLE2 Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique, I’endomorphisme cano-

niquement associe a la matrice ((1) (1)) est un endomorphisme orthogonal.
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Parfois, il est plus simple de montrer que ||u(z)||* = ||2||* et d’utiliser la définition du
produit scalaire.
En dimension 3, on peut appeler C'1, C'> et C3 les colonnes de la matrice et vérifier que

G| =]ICall =1  (C1,C2) =0 CiACo=+Cy

Voir également fiche 43.

Exempie traité
Soit E un espace euclidien. on se donne u, vecteur non nul de £. Déterminer les réels a tels
que 2 — « (u, &) — @ soit une isométrie de E. = Source : CCP PSI
SOLUTION

Soitx € F.ona
o (w2 u = 2]? = [lel|? & o (u,2)? [[ul|? - 2a (u,2)? + ||e||? = |||

& a(u,z)? (a ||u||> — 2) =

comme le résultat doit etre vrai pour tout z., en particulier s’1l n’est pas orthogonal a u. on
trouve o = ”uz”. :

E a1
a a+1 2
SoitA=3%|a+1 -2 a
-2 —a a+1
Preciser les valeurs de a pour lesquelles cette matrice est orthogonale. - Source : CCP PC

Soient (a, b, c) € (IR?;)3 et

0 —a ¢
M=1| a 0 -=b
—c b 0

41. Montrer qu'un endomorphisme d’un espace préhilbertien est orthogonal
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1 Montrer que M + I est inversible.

2 Soit K = (M —I)(M + I)~'. Montrer que K est une matrice orthogonale.
2 Source : CCP PC

EXERCIC m On note C, Cy et (3 les colonnes de A. On calcule
(C1,Cy) pour déterminer une condition sur a. On veuﬁe eusuxte que,
sous cette condition, C'y A Cy = —C'3 et que A est orthogonale.

;{m 1 On remarque que M est antisymétrique. En calculant X7 M X et
sa transposée, ou X désigne un vecteur propre associé a une valeur
propre reelle A, on montre que A = 0. Par suite, —1 n’est pas une
valeur propre de M et M + [ est de rang maximum.

2 Oncalcule K7 enutilisant les propriétés de la transposition puis on
remarque que (M — I)(M +1)=(M +I)(M —1).

O T T T . ' . . T T T T T
"l ‘A.‘; : .m

En notant C'y. Cs et C3 les colonnes de A, on a

VIZT2aTs
cull = = \/02+ Py . ';2a+5:
or
v2a? +2a+5

—1e2%+2a+5=9

3
&Sad+a—-2=0
&ac{-21}
Par suite. on doit avoir (C'1,C2) = 0 d’ou
ala+1)—2(a+1)+2a
9

qui est la méme condition que précédemment. Enfin.

—0ead’+a-2=0

1 —q2 —g—4 1 —6
CihNCs== | #*—22~—2 | == —3a =—C}3
I\—a®2—4a-1 9 —3(a+1)
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car —a® — a = —2 (pour la premiére ligne), a> = —a + 2 (pour la seconde ligne) et
—a® = a — 2 (pour la derniére ligne).
En conclusion, A est orthogonale si et seulementsia = 1 oua = —2.

I

CYLCopeirc
~ACRLULILE

(=ALITVIVEL

1 Lamatrice M est antisymeétrique. On suppose qu’il existe un vecteur propre X associé
a une valeur propre A de M. On a alors

XTMX = AXTX & (XTMx)" = OxTx)"
& XTMTX = xTx
& -XTMx =2XxTx
donc —AXTX = AXT X etcomme XTX = || X ||g # 0, on a nécessairement A = —\

donc A = 0. Le spectre réel de M ne contient que la valeur propre nulle, donc —1 n’est
pas une valeur propre de M et M + I est inversible.

2 On calcule

KT =M+ (M- =T+ 17" (MT - 1)
=(-M + 1) Y(-M-1)
=(M-I)""(M+1)

car la transposition est linéaire et commute avec I’inverse. On a alors :
KITK=M-I)"Y M+ I)(M - I)(M + 1)~}
O-(M+I)M—-1)=M?>—-1I=(M-1I)(M+1I)dou
KTK=WM-D"'M-DM+D)M+I)1=IxI=1I

ce qui prouve que K est orthogonale.

41. Montrer qu'un endomorphisme d’un espace préhilbertien est orthogonal
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\i Utiliser ie théoreme spectral

Guand on ne sait pas!

Enongons le théoréme spectral dans le cas d’un endomorphisme symétrique d’un espace
euclidien ainsi que dans le cas d’une matrice symétrique réelle. On rappelle que si1 M est
une matrice on désigne par M7 sa transposée.

© Soit E un espace euclidien. Un endomorphisme v € L(E) est dit symétrique si, en
notant < .,. > le produit scalaire de E, pour tout z, y de E. < u(z),y >=< z,u(y) >.
~ Soit E un espace euclidien et « un endomorphisme symeétrique de E. Il est diagonali-
sable en base orthonormée ce qui signifie qu’il existe une base (e, ..., e, ) orthonor-
mee de F telle que la matrice de u dans cette base soit diagonalisable.
- Soit M une matrice réelle symetrique (ce qui signifie que M est égale a sa transposee),
il existe une matrice orthogonale P telle que P~ M P = PT M P soit diagonale.

Que faire?

© Quand on veut montrer qu'une matrice M est diagonalisable. Si elle est symétrique et
réelle. il suffit d’invoquer le théoreme spectral pour conclure qu’elle est diagonalisable
c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible P telle qlue P~ M P soit diagonale. De
plus. on peut choisir P orthogonale, ¢’est-a-dire que P~! = PT_ On a donc que PT M P
est diagonale.

~ Sion considere un endomorphisme d’un espace euclidien E. Pour montrer qu’il est dia-
gonalisable, il suffit de vérifier qu’il est symeétrique (voir fiche 40)

Quand on travaille avec des matrices, il est essentiel que la matrice soit a coefficients réels.
1
i
En effet son polynome caractéristique y4 = (X —1)(X +1) —i%2 = X2. Son unique valeur
propre est donc 0. De ce fait, si M était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice
nulle et donc serait elle méme la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas.

Par exemple, la matrice M = ( —zl ) est symetrique mais elle n’est pas diagonalisable.
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Exempie traité

Soit A € M, (R). on pose M = AT A. On identifie M;(R) avec R.

Montrer que M est diagonalisable.
Montrer que pour tout vecteur colonne X € M, 1(R). X7 X est un réel positif.
En déduire que toutes les valeurs propres de M sont positives.

SOLUTION
1 Onmontre que M vérifie les hypotheses du théoreme spectral. C’est une matrice reelle.
De plus elle est symeétrique car
MT =(ATAT =ATA=M
D’apres le théoreme spectral, elle est diagonalisable.
I
2 SOlt .X - : € Mn‘_l (R),

T'n

n
XTx = Zar? >0

i=1

3 Soit A une valeur propre de M et X € M,, 1(R) un vecteur propre (non nul) associé.
Ona
XTMX = XT(OX) = A(XTX)

et
XTMX = XTATAX = (AX)T(AX)>0

Comme X7 X est strictement positif car X est supposé non nul, on obtient :

XTMX
A=—m—2>0
XTX =
Exercices

Pour A, B € My(R) on pose (A|B) = Tr(ATB) et ||A|| = \/(A]A).

1 Montrer que si M € M,(R) et Q est une matrice orthogonale. ||QT M Q|| = ||M]|.
2 Montrer que ||AB||? = Tr(ATABBT)

42. Utiliser le théoréme spectral
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Montrer que AT A et BBT sont symétriques et que leurs valeurs propres sont positives.
On souhaite montrer que VA, B € M, (R), ||AB|| < ||A|| x ||B||-

a. Commencer par traiter le cas particulier oi A7 A est diagonale.
b. Traiter le cas général en se ramenant au cas précédent.

1 Calculer ||QT MQ)||? puis faire apparaitre QQ = I, en utilisant
les proprietés classiques de la trace.

2 Faire le calcul.

3 On pourra utiliser I’exemple traité ci-dessus.

E=1

a. Vérifier que les coefficients diagonaux de BB sont positifs.
b. Utiliser le théoreme spectral et la question 1

On fait le calcul :

1QTMQII* = Tr((QTMQ)' Q" MQ) = TH( Q"M QQ"MQ)
Or QQT = I, donc en utilisant de plus que si N} et Ny sont des matrices carrées,
Tl’(NlNQ) = Tl‘(NQNl).
IRTMQ|? = Tr(QT x MTMQ) = Te(MTMQ x QT) = Te(MT M) = || M|

Comme les normes sont positives, on a bien ||QT M Q|| = || M]|.
Par définition,

I|AB||? = (A|A) = Tr((AB)T(AB)) = Tr(BT x ATAB) = Tr(ATAB x BT)

La derniere égalité venant du fait que Tr(M N) = Tr(NM).
On a vu dans I’exemple traité ci-dessus que si A est une matrice carrée de M, (R)

alors M = AT A est symétrique et que ses valeurs };wl}les sont 7positives. On peut
I’ apphquel en particulier a BT pour obtenir que (BT) est symeétrique et
que ses valeurs propres sont positives.
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a.

h.

On suppose que A7 A est diagonale et on note Ay, ..., An ses valeurs propres.

On note aussi B = (bu) et M = (m;;) la matrice BBT. On remarque que pour
2
touti € [1,n], my = Z b3; > 0.

On a alors

IAB||* = Te(ATABBT) =~ Amus

D’autre part,

IAIPNIBI? = Te(AT A)Te(M) = (Z Az-) (Z mi,-)

i=1

Comime tous les A; et tous les m;; sont positifs,

1AB|? = ZA mi < (Z A,:) (Z n> = [|4I%/|B|1
i=1 i=1

Dans le cas général, comme AT A est une matrice réelle symétu;l 1e, d’apres le
théoreme spectral, 1l existe une matrice orthogonale () telle que @ ATAQ D

ou D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont positifs. On a
donc AT A = QDQ". On obtient alors

|AB|? = Tr(ATABBT)
= Tr(QDQTBBT)
= Tr(Q x DQ"BQQ" B)
r(DQ"BQQ"B" x Q)
= Tr(DccT)

I
—~

en posant C' = QT BQ. Comme D est diagonale et a valeurs propres positives, on
peut utiliser le calcul fait a la question 4a) pour obtenir que

|AB||* = Te(DCCT) < Tr(D)||C|?
or Tr(D) = Tr(QT x ATAQ) = Tr(ATAQ x QT) = Tr(ATA) = ||A|]? e,

Finalement, || AB]| x ||B||?.
Toutes les normes étant positives, ||[AB|| < ||A]| x || B]|.

42. Utiliser le théoréme spectral
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\ Réduire une isométrie en dimension 3

On munit R? de sa structure euclidienne orientée canonique.

- Une matrice M est orthogonale si et seulement si M M T Isou M Tar = I3.

Une matrice M est orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une base ortho-
normée de M3 1 (R).

~ M est une rotation si et seulement si elle est orthogonale de déterminant 1.

M est une rotation si et seulement si ses colonnes forment une base orthonormeée directe
de R3.

Que faire?

Pour une matrice M donnée, en notant C. C'2 et C3 ses colonnes. On applique la méthode
suivante :
' On vérifie que ||Cy|| = [|Ca| = 1.
© On vérifie que (C,Cs) =0
On vérifie que Cy A C2 = £C3. Si le résultat est +C'3 alors M est une rotation.

EXEMPLE 1
On se place dans R? muni de sa structure euclidienne canonique. On veut identifier I’endo-
2 2 -1
morphisme canoniquement associé a A = % 2 =1 2 ].OnposedoncCy, CyetCy
-1 2 2

les colonnes de A. On a

1 1

1G]l = 3vA+4+1=1 ICall = 3vA+1+4=1
1 13
(C],Cg) (4 2 — 2) 0 CiANCy = 5 —6| =—-C;y
—6

donc A est une matrice orthogonale et comme ses colonnes forment une base indirecte, il ne
s’agit pas d’une rotation. En revanche, comme A7 = A, il s’agit d’une symétrie orthogonale
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par rapport a I’espace Ker(A — I) :

—r+2y—2 =0
(A-DNX=0<2r—-4y+22 =0&2—2y+2=0
—rx+2y—z2 =0

Il s’agit donc d’une réflexion par rapport au plan d’équation # — 2y + 2 = 0 ou encore par

1 1
rapport a Vect % i ﬁ 0
1 -1

Si M est orthogonale et que M 7T = M alors M est symétrique et il s’agit donc d’une sy-
meétrie orthogonale. On trouve alors le sous-espace des vecteurs invariants en déterminant
Ker(M —1I).

Si M est la matrice d’une rotation, on trouve la direction de 1’axe de la rotation en déter-
minant Ker(M — 7). Dans une base orthogonale dont le premier vecteur dirige 1’axe de
la rotation, M est semblable a

1 0 0
0 cosf@ —siné
0 smm# coséb

On peut donc déterminer le cosinus de I’angle en calculant la trace de M. Pour déterminer
si elle est directe ou non. on choisit un vecteur v orthogonal a I’axe, on calcule son image
par M : w. Si v A w est de méme sens que le vecteur choisi pour orienter I’axe alors
la rotation est directe: indirecte sinon. En changeant 1’orientation de 1’axe. une rotation
indirecte devient directe et inversement.

Si M n’est pas une rotation et n’est pas symetrique, il s’agit alors de la composée d’une
rotation et d’une symétrie orthogonale par rapport au plan de rotation. L’axe de la partie
rotation est forme des vecteurs transformes en leur opposé. Pour trouver cet axe, on calcule
Ker(M + I). Dans une base orthogonale de premier vecteur 1’axe de rotation, M est
semblable a :

—1 0 0
0 cosf —sinf
0 smf coséb

On peut donc déterminer le cosinus de I’angle en calculant la trace de M. Enfin, le sens

de la partie rotation se détermine comme dans le cas précédent. Le plan invariant de la
partie symetrie (qui est également le plan de rotation) est I’orthogonal de I’axe.

43. Réduire une isométrie en dimension 3 213
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On munit R? de sa structure euclidienne orientée canonique. Reconnaitre I’endomorphisme

2 6 -3
canoniquement associé a A = .1, -6 3 2
3 2 6

SOLUTION
On note (', Co et (3 les colonnes de A. On a

1 1
1C1]| = =VA+36+9=1 1Col| = = V36 +9+4=1

1
71,00 =— — = CiANCo = — 14 = +@:
(C1,Cy) 19 (12—18+6)=0 1 il +C5

donc A est orthogonale et ses colonnes forment une base directe il s’agit donc d’une matrice
de rotation.
Pour déterminer I’axe de la rotation, on calcule Ker(A — I) :

AX - X=0&(¢-6x—4y+22 =0«

—Sx+6y—32 =0 {
3x4+2y—2z =0

T 1 0
& |ly] eVeet— | 1
2 V5 2
0
Dans une base orthogonale dont le premier vecteur serait % 1 |. A est semblable a
2

1 0 0

0 cosf —sinf

0 sinf cosd
donc. en calculant la trace, 1 + 2cosf = 1—71 & cosh = %
Il reste a déterminer si, avec 1’orientation de 1’axe choisie, cette rotation est directe ou non.
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On choisit donc un vecteur orthogonal a 1’axe, par exemple | O |, son image par la rotation
0

2
est% —6 | et
3

2 0
LY Y P
7\ 3 7\ _6

est de sens opposeé a 1’axe, il s’agit donc d’une rotation indirecte.

Exercices
Soient a, b et ¢ € R*. On définit
—abe  2b%¢  2¢%b

2a%c —abe 2c%a
2a%b  2b%a —abe

- —1
"~ 3abe

M

Montrer que M est une symétrie vectorielle puis donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que M soit une symeétrie orthogonale par rapport a un plan.

On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Reconnaitre I’endormorphisme dont la
matrice dans la base canonique est

[T 4 4
A=-l—-4 8 —1
914 1 -8

puis en donner les éléments caractéristiques.
a a+1 2
SoitA=4%(a+1 -2 a
-2 —a a+1

Préciser les valeurs de a pour lesquelles cette matrice est orthogonale. Déterminer alors ses
valeurs propres. 2 Source : CCP PC

43. Réduire une isométrie en dimension 3
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Ca%guler M? puis déterminer a quelle(s) condition(s) sur a. b et ¢ on a
MY =M.

-XERCIC m Reconnaitre une matrice orthogonale de déterminant égal a —1 mais non
symetrique. Il s’agit alors de la composée d’une rotation et d’une ré-
flexion par rapport au plan de rotation. On détermine alors ses éléments
caracteristiques en suivant les indications données en conseils.

m Pour la premiere partie de la question. voir exercice 1 de la fiche 41.
Le fait que C; A Cy = —C}3 prouve que A n’est pas une rotation et
comme A n’est pas symeétrique il s’agit de la composée d’une rotation
et d’une symeétrie orthogonale par rapport au plan de rotation. On sait
alors que —1 est une valeur propre de A, les deux autres sont complexes
conjugueées et se déterminent en calculant la trace.

En calculant M2 on trouve que M? = I, ce qui prouve bien que M est une symétrie vecto-
rielle ; en particulier M ~! = M. Pour que M soit orthogonale, on doit avoir M7 = M~ et
par unicité de I’inverse, M = M7 Si cette condition est vérifiée alors M sera une symétrie
«symeétrique» ¢’est-a-dire une symetrie orthogonale.

2a%¢ = 2b%c
MT =M e {220 =2¢%b & a® =b% = 2
2¢2a = 2b%a

car a, b et ¢ sont non nuls. En résolvant M/ X = X on trouve qu’il s’agit d’une symétrie par
rapport au plan d’équation ax + by + ¢z = 0.

On note (1, C's et ('3 les colonnes de la matrice A. On a alors

1 1
Cill= VB +16+16=1 Coll= VI6+ 64 +1=1
0 0
1 i [~
(C1,Co) = — (28 —32+4) =0 CiNG=o| 9 | =—0s
81 8L | s
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et comme A7 # A. il s’agit donc de la composée d’une rotation et d*une réflexion de miroir
I’orthogonal de I’axe de rotation. Il n’y a donc aucun vecteur invariant par cette transforma-
tion. Les vecteurs colinéaires a [’axe de la partie rotation étant transformés en leur oppose,
on détermine la direction de I’axe en résolvant

162 +4y+42 =0
AX=-X&A+DHNX =0 dr+1Ty—2 =0

e +y+ 2 =0
—4x+ 1Ty — 2 =10
=~
dr+y+2=0
&5 de+2 =0
Yy =0

1
&S XeVeet——| 0

¥ P

1
0 | : dansune base orthonormeée de premier vecteur a, A est semblable
—4

Onposea =

o
-1

a la matrice :

—1 0 0
0 cosf —sinf
0 smmf@ cosé

En calculant la trace de A. on peut donc déterminer I’angle de la partie rotation :

7 8
—1 0= — 0= —
+ 2 cos 9<::>cos 9

Pour savorr si la partie rotation est directe ou non, on choisit un vecteur perpendiculaire a

0 4
a. par exemple | 1 |, on en calcule I'image par A : gl, 8 | et le produit vectoriel des deux
0
1
nous donne % 0 | qui est de méme sens que 1’axe, il s’agit donc d’une rotation dans le
—4

sens direct.

Pour conclure, la partie réflexion est une symétrie par rapport a (Vect(a))l donc de plan
d’équation x — 4z = 0.

L’endomorphisme canoniquement associé a A est donc la composée (commutative) d’une
rotation directe d’axe a et dont le cosinus de I’angle vaut 8 et d’une réflexion orthogonale
dont le plan invariant est d’équation  — 42 =

43. Réduire une isométrie en dimension 3
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Vorir I’exercice 1 de la fiche 41 pour la premiere partie de la réponse.

On conserve les memes notations et on cherche maintenant a déterminer les valeurs propres.
Comme C'} ACy = —(C'3, A est une matrice orthogonale indirecte mais non symétrique il ne
s’agit donc pas de la matrice d’une symetrie. Il s’agit donc de la composition d’une rotation
et d’une symeétrie orthogonale par rapport au plan de rotation. On a donc :

2a—1
—1 € Sp(A4) et Tr(A) = -1+ 2cosf0 = a3
d’oui cos § = &=L
Sia = —2alors cos 0 = —% et la matrice de la partie rotation est semblable a
1 ‘
ov2 _1
3 3

donc les valeurs propres sont _1—32'\/5 ot _l+;;2“/§'

De méme, si a = 1 alors cos ) = % les deux valeurs propres sont alors 2_}3‘/5 et 2+§\/3.
En résume :

a —2 1
sp(4) | {1, =222} | g, 22045}
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Montrer qu'un ensembie Q
est dénombrabie (ou pas) Y

"\ )
i
\

Un ensemble est dénombrable s’il est en bijection avec N.

Voici quelques propriétés du cours permettant de montrer qu’'un ensemble est dénombrable
sans utiliser la définition :

Toute partie infinie de N est dénombrable. En particulier, si f : A — N est une injection
alors A est dénombrable (car en bijection avec f(A) qui est une partie infinie de N).
Une produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Que faire?

Pour montrer qu'un ensemble X est dénombrable, il suffit de trouver une application
f:X = Noug: N — X (souvent donnée dans I’énonce) bijective (ou simplement
injective pour f).

Montrer qu’un ensemble est au plus dénombrable revient a montrer qu’il est fini ou dé-
nombrable.

Plutot que de trouver une bijection intéressante, il est souvent plus simple d’écrire cet
ensemble comme une réunion ou un produit cartésien d’ensembles dénombrables.
I1 faut savoir que Z et QQ sont dénombrables alors que R ne 1’est pas.

Soit Q[v/2] I’ensemble défini par Q[v2] = {a +bv2, (a,b) € Q?}. En utilisant ’applica-
tion f : Q% — Q[v/2] définie par :

f((a,b)) = a+bV2
Montrer que Q[v/2] est dénombrable.

44. Montrer qu'un ensemble est dénombrable (ou pas) 221
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SOLUTION
L application f est surjective 2pa1 definition de Q[\/— ]. Montrons I'injectivité de f. Soit (a, b)
et (a’,b") deux couples de Q° tels que f((a.b)) = f((a’,V')).
Alors a + byv/2 = a’ + b'+/2 donc

a—a =@ -b)v2

Si b est différent de b’ alors :

b
\/5:(;,_(;) €qQ

ce qui est absurde. Ainsi, b = UV et a = a’ ce qui prouve I'injectivité de f. Finalement,

Q[\/_ | est en bijection avec Q2. Or Q est dénombrable donc Q? aussi (produit cartésien fini
d’ensembles dénombrables) donc Q2 est en bijection avec N. Par transitivité, on en déduit

que Q[v/2] est en bijection avec N donc dénombrable.

Montrer que Z est dénombrable en utilisant I’application f : N — Z définie par :
n ; ;
3 s1 n est pair

Yn>0, ¢(n)= w1

si n est impair
Pour tout entier p > 0. on pose :

Sp = {(un)n>0 € NN, Vn > p, u, = 0}

On note S I'ensemble des suites d’entiers naturels nulles a partir d’un certain rang.

1 Enutilisant 'application f : S), — NP définie par :

f((“-n,)nzo) = (uo. coey -u.p_l)

Montrer que S, est dénombrable.
2 Endeéduire que S est dénombrable.

Dénombrabilité et familles sommables



m Pour m € Z. résoudre I’équation f(n) = m d’inconnue n € N en
remarquant que la parité d’une solution n dépend du signe de m.

m 1 Montrer I'injectivité et la surjectivité de f.

2 Trouver le lien entre les ensembles S et Sy, pour p > 0.

Soit m € Z. On résout I’équation f(n) = m d’inconnue n € N. Distinguons deux cas :

Sim > 0 : dans ce cas, si n est pair. f(n) est toujours différent de m car f(n) < 0. On

__ n g gy 3
cherche donc n impair tel que f(n) = m, ou encore = m ce qui est equivalent a

n = 2m — 1 (qui appartient a N car m > 0).

Sim < 0 : dans ce cas, si n est impair, f(n) est tOll_]OlllS différent de m car f(n) > 0.
On cherche donc 7 pair tel que f(n) = m. ou encore ——5 = m ce qui est équivalent a
n = —2m (qui appartient a N car m < 0).

Ainsi, pour tout m € Z, I’équation f(n) = m d’inconnue n € N admet une unique solution.
L’application f est donc bijective et donc Z est dénombrable.

1 Montrons I'injectivité de f. Soit deux suites (u,),>0 et (vn)n>0 de S, ayant la méme
image par f. Par définition de f, on en déduit que les termes d’indices 0 a p — 1 des
deux suites sont les mémes. Or les termes d’indices supérieurs a p sont nuls pour les
deux suites car elles appartiennent a S,,. Ainsi. les suites sont égales et f est injective.

Montrons la surjectivité de f. Soit (ap....ap—1) € NP. Soit (uy)n>0 la suite définie
pour tout entier k € {0,...,p— 1} par ux = a, et pour tout entier k& supérieur ou égal
a p par up = 0. Alors (u,)n>0 appartient a S, et son image par f est (ag,...ap—1).
Ainsi, f est surjective.

Finalement, f estune bijection de .S;, sur N” qui est un ensemble dénombrable (produit
cartésien fini d’ensembles dénombrables) donc S), est dénombrable.

400

2 Par deéfinition de S, ona S = U Sp. Chaque ensemble S;, est dénombrable donc
p=0

S est une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables donc S est un ensemble

dénombrable.

44. Montrer qu'un ensemble est dénombrable (ou pas)
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y 2 Montrer quune famille est sommabie

\ et caiculer sa somme

Soit (u;)ic une famille de nombres réels positifs indexée par un ensemble I dénom-

brable. Elle est dite sommable si I’ensemble S = < " u; ; J partie finie de [ } est
ieJ
majoré. Dans ce cas, on appelle somme de la famille et on note ) u; la borne supé-
iel
rieure de cet ensemble : ) u; = sup S.
il
Soit (u;)ics une famille de nombres réels ou de nombres complexes indexée par un
ensemble I dénombrable. Elle est dite sommable si la famille (|u;|)ic; des valeurs
absolues (ou des modules) des éléments de la famille est sommable. Dans ce cas, la

somme de la famille notée > u; est définie ainsi :

el
— si c’est une famille de nombres réels : > u; = Y u — > u;
icl i€l el
ou, pour tout i de I, u;” = lﬁl;ﬁ est la partie positive de u; et u; = J'—“-Lz_—"" est
la partie négative de u;.
— si ¢’est une famille de nombres complexes > u; = > Re(u;) + i Z Im(u;)
iel iel
ou, pour tout i de I, Re(u;) est la partie réelle de u; et Im(u;) est la pame imagi-
naire de u;.

Le plus souvent on n’utilise pas la définition pour montrer qu’une famille est sommable ou
pour calculer la somme. On utilise plutot le théoreme de sommation par paquets.

Soit (u;)icr une famille de réels ou de complexes indexée par un ensemble dénombrable.
On considére une partition (I, )pen de 1.
La famille (u;);cs est sommable si et seulement si

Pour tout entier 7, la sous-famille (u; )y, est sommable,

La série ) (Z |u,|) est convergente

n>0 \iel,

400
De plus. dans ce cas, Y u; = Y. ( o¥ ui)

icl n=0 \icl,
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Que faire?

Pour montrer qu’une famille est sommable. il faut la plupart du temps se ramener a étudier
une famille de réels positifs en considérant les valeurs absolues ou les normes des eléments
dont on veut faire la somme.

L’outil les plus utile, aussi bien pour montrer qu’une famille est sommable que pour calcu-
ler la somme est le théoréme de somimation par paquets. Quand on veut étudier une famille
(u;)ier ou I est un ensemble dénombrable, il faut essayer de regrouper les éléments de /
dans des « paquets » dont on sait calculer la somme.

Dans la plupart des cas on travaillera avec I = N?. Les partitions utilisées seront souvent

Les «lignes» : Lj = {(4,7) , i € N}.
Les « colonnes » : C; = {(i,j) , j € N}.
Les « diagonales » : A, = {(i,j) €, i+ j = k}.

Soit a > 0.

On considere la famille (up, ) (. q)cv+)2 OU pour tout (p,q) € (N*)%, upyq =

. 1
(p+aq)

Pour tout k € N\ {0,1} onpose Ax = {(p,q) € (N*)?, p+q = k}.

1

Montrer que pour tout k € N\ {0, 1}, la famille (up,q) ;. q)ca, st sommable et calculer
la somme de la famille Y~ wp,.

(P.9) Dk
En déduire a quelle condition sur ¢ la famille est sommable.

SOLUTION

Soit k € N\ {0,1}. L’ensemble A;, = {(1,k —1),(2,k —2),..., (k—1,1)} estun
ensemble fini de cardinal £ — 1. La famille (upq) (. g)ca, est donc sommable. De plus

k—1

| k—1
>, “P-qzzk—a: o

(P.g)EAL p=1

On remarque que quand k& parcourt [2, +oo[, les ensembles Ay, forment une partition
de (N*)2.
D’apres le théoreme de sommation par paquets la famille (4 q) (5 q)e(1v+)2 €st sommable

si et seulement si la série ) Y. upgq | converge.
k=22 \ (p.g) €A

45. Montrer qu’une famille est sommable et calculer sa somme
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”

— 1
k®  ksoo k1"

La famille est donc sommable si et seulementsia —1 > 1 <— a > 2.

C’est une série a termes positifs et

Iq!
On considére la famille (1,¢) ;. q)enz OU. pour tout (p, q) € N2, uy, 4 = e

(P+q+2)!

1 Montrer que, pour p = 0, la série ;0 ug,q converge et calculer sa somme.
q=

2 Montrer de meme que pour p = 1. la série §0 uy 4 converge et calculer sa somme.
9=

3 Généraliser ce qui précede pour montrer que la famille (up q)p q)en2 est sommable et

+00
calculer 3" 4. On exprimera le résultat a I'aide de ((2) = Y 5.
(p.g)eN? k=1

Pour vous aider a démarrer
RCIC m 1 On pourra faire apparaitre un téléscopage.

2 Procéder comme a la question precédente.

3 Mettre en place le théoreme de sommation par paquets.

0!q! 1
1 Pourp=0etg e Ny, = = . La série ) ugq est une
N (g +2)! (g+1)(g+2) q=0
série a termes positifs et ug, ~ —. Par comparaison avec une série de Riemann,
7 g+ q
la série ) ug 4 converge.
4>0
1

On remarque que pour tout entier ¢, ug,q = On pouvait aussi mettre en

g+1 q+2
place une décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle XX

Dénombrabilité et familles sommables



On en déduit que pour tout entier 7,

n

iu_zl_l_l_l
=0 e = qg+1 q+2 n+2

q=0
+00
En faisant tendre n vers 400, on obtient la somme de la série : ) uoq = 1.
q=0
Pour letg e N - : La série Y
= q s Upg = = : Il Uy,
P (@ +3)! T (g+1)(g+2)(g+3) S0
est une série a termes positifs et u; ; ~  —. Par comparaison avec une série de
g+ ¢q
Riemann, la série ) u; 4 converge.
q=20
On remarque que pour tout entier q. u ] < 2 1 )
> Ulg = = == A
T 2\(¢+)(@+2) (a+2)(g+3)

On pouvait aussi mettre en place une décomposition en éléments simples de la fraction

rationnelle ; H)l( T3 buis tout multiplier par ﬁ

On en déduit que pour tout entier 7,

2": e ] Z": 1 1 _ 3 1
= T Za+D+2) (@+9@+3) 2 (n+2)(n+3)
+00
En faisant tendre n vers +oc, on obtient la somme de la série : ) ug 4 = 2%
q=0
On procede de méme pour tout entier p. On fixe p, on a alors
Upg = p' q' = p' L ~ p'i
P o+ g+ V(g +1)(g+2) - (g+p+2) v gPt2

On en déduit, par comparaison de série a termes positifs avec une série de Riemann que

pour tout entier p, go up, 4 est convergente.
9=

g 5 ’ e #4# 3 1 i
On realise d’une décomposition en eléements simples de XX -

1 1 1 1
(X+1ﬂX+p+2f_p+1(X+J'TX+p+2>

1
(g+2)--<(¢g+p+1)

En évaluant en ¢ et en multipliant par on obtient que

_ P : = !
T ((Q+1)(q+2)---(q+p+1) (q+2)(f1+3)"-(‘1+1’+2))
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De ce fait. pour tout entier 7.

n n 1
2 = PGS @D
o i 1 B 1
P+l @+ )@ +2)-@+p+1) (@+2)(@+3)--(@+p+2)

P 1 1 >
N p+1<(p+1)! n+2)(n+3)---(n+p+2)
En faisant tendre n vers +0c0. on obtient

+00

Z ” . p' 52 1 . L
= #HL G P

On peut alors appliquer le théoreme de sommation par paquets. On considere 1’en-

. +m
semble des indices N?. On le partionne en écrivant que N*> = |J €}, ou pour tout
p=0
entier p, Cp = {(i,j) € N?, i = p}.
On vient de voir que pour tout p € N, la famille (u; ;) j)ec, €tait sommable et que
1

> Ui = :
(i)€C; (p+1)?

On en déduit alors en utilisant les séries de Riemann que la série ) Y uij
P20 \ (i,j)€Cp
converge. Cela implique que la famille () (,.q)cn2 est sommable et de plus,

+00 +00 1 +00 4
Do owpg=) | D wy ZZW=Z;§=C(2)
(p.g)EN? p=0 \ (i,5)€Cp p=0 p=1
On en déduit que
+oo [ +o0 42
DD we| =¢@= R
p=0 \ ¢=0
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Etudier Ia nature d'une série

a termes positifs

Pour étudier une série a termes positifs, on peut utiliser les criteres suivants :

Soient (uy,)n>0 et (Vn)n>0 deux suites a termes positifs.
Supposons que pour tout n € N, u,, < v,. Alors :

— La convergence de Z vy, implique la convergence de Z Uy, et ona dans ce cas :
400 400
D k<) v
k=0 k=0

— La divergence de Z u, implique la divergence de Z Vsi-

Siu, ~ v, alors les séries Z Uy 6L Z v, sont de méme nature (toutes les deux
+00

convergentes ou toutes les deux divergentes). Cette implication reste vraie si les suites
sont négatives.

Siuy, = o(vy) ousiuy, = O(vy,) alors la convergence de z v, implique la conver-

gence de Z Up.

Que faire?

On commence par justifier que la série étudiee est une série a termes positifs (ou de signe
constant pour le critere lié a I’équivalence). On compare alors le terme général de la série
etudiée a celui d’une série usuelle (séries de Riemann, séries géometriques, série expo-
nentielle).
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1
EXEMPLE 1 Etudions la nature de la série Z n sin
n2

n<

1 n 1
n sin ~ —=
n2) +0on?2  n

tend vers 0 quand n tend vers +o0c0. On sait que la série harmonique E - est

1
Pour tout n € N*, —; — €]0,1] et [0,1] C [ g] done sin () > 0 et la série étudiée est
a termes positifs. On a :

car —
.n
divergente et a termes positifs. Par critere de comparaison de séries a termes posmfs on

en deduit que Z 7 sin ( 12
n

La suite des sommes partielles d’une séries a termes positifs est croissante. Si celle-ci est

majoree, alors la série converge et si elle n’est pas majoree, la suite des sommes partielles

diverge vers +00 et la série diverge.

EXEMPLE2 En reprenant I’exemple précédent. on en déduit que :

n
. : 1
nl}lilooZLsm (L_2> = 40

) est divergente.

Ne pas oublier de préciser que la série étudiée est a termes positifs.
Connaitre parfaitement la convergence des séries usuelles :

i 1 ; ;
— Pour tout a € R, la série E — converge si et seulement si v > 1.
n

— Pour tout réel ¢, la série Z q" converge si et seulement si ¢ €] — 1, 1[.

— Pour tout réel . la série E —' converge.
n!

Il est important de connaitre tous les équivalents usuels au voisinage de 0 (sin(2), tan(z),
1 —cos(z), e® — 1, In(1 + 2), ...).

Il est important de reconnaitre les séries télescopiques et le résultat associé : la série de
terme général a, 1 — a, converge si et seulement si la suite (a,,) converge (voir fiche
51).

Pour tout entier naturel non nul p, on pose :

Vn e N*, wu(n,p) =

nn+1) x--- x (n+p)

232 Series numériques



Montrer que Z u(n, p) converge.

SOLUTION
Soit p > 1. Pour tout n € N*, u(n, p) est bien défini et positif. De plus, ona :
(n,p) 1 >0
WD) foo npF1 =

;3 ; i 1
Sachant que p + 1 > 1. la série de Riemann de terme géneral — 71 converge donc, par
n

critere de comparaison de séries a termes positifs, la série E u(n, p) converge.

Etudier la nature de Z e,
e In(n) .
Etudier la nature de Z puis celle de Z

n3

Considérons une série de terme geénéral u,, a termes strictement positifs et notons pour tout
n € N, S, la somme partielle d’ordre n associee.

P T .
On suppose que la série Z u, converge. Quelle est la nature de Z S—n?

In(n)

n2

d

n

m I1 doit étre facile de déterminer un réel positif ¢ tel que pour tout n > 0,
e—n2 < qn

Montrer que les termes généraux de ces séries sont négligeables devant
des termes géneéraux de séries de Riemann convergentes

Utiliser un eéquivalent sachant qu’une série converge si sa suite des
sommes partielles converge.
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La série etudiee est a termes positifs. Pour tout n > 0. on a n? > n (car n est un entier)
donc —n? < —n et ainsi par croissance de la fonction exponentielle sur R :

2
0 S e—Tl S e—"ll —e qn
ot g =e ! €[0,1[. La série de terme général ¢" converge (série géométrique convergente)

" " ali - —i?
donc par critere de comparaison, la série de terme général e~"" converge.

Par théoreme des croissances comparées. on a :

. hl(‘n) _ In(n) : i
1 n  no+oo

In(n) . 1
n3  +oo n?

Les séries étudiées sont a termes positifs et la série de terme général —; converge (série de
n

donc

Riemann convergente car 2 > 1) donc par critere de comparaison, on en déduit que la série

de terme général converge.

n3

De méme, par théoreme des croissances comparées, on a :

. In(n) _ In(n)

n > 0
n? VI n—+o0
donc
In(n) 1
e e
n +00 nz
Les séries étudiées sont a termes positifs et la série de terme général —; converge (série de

n2
Riemann convergente car B > 1) donc par critere de comparaison, on en deduit que la série

In(n)
n?

de terme général converge.

Series numeriques



La série de terme général u,, converge. Puisque pour tout n > 0, u, > 0. la suite des

sommes partielles est croissante et converge vers unreel S > 0. Ainsi S, s S donc :
o0

Les termes généraux des séries étudiées sont a termes positifs et la série de terme général F"

converge par hypothese (S est une constante). Ainsi, par critere de comparaison de séries a
T ’ . , . s r n
termes positifs, on en déduit que la série de terme général —— converge.

46. Etudier la nature d‘une série a termes positifs
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Une série alternée est une série dont le terme général est de la forme (—1)"u,, ou (uy,) est
une suite de nombres réels de signe constant.

Le théoréme clé est le critere spécial des séries alternées :

Soit Z(—l)"un une série alternée telle que (|u,|)n>0 soit décroissante et convergente
vers 0. Alors :

 La série Z(—l)"un converge.

400
~ Pourtoutm € N, Z (—1)*uy, est du signe de (—1)™u,, etona :
k=m
400
> (~Fuy| < Jumel
k=m+1
Que faire ?

Ne pas oublier de préciser que la suite (u,,) est de signe constant et bien vérifier les hy-
potheses.

=% - ;
( — ) oua € ]Ri sont des séries alternées.

«

EXEMPLE1 Les séries Z

- 1 - ’ 4 1 ’
Pour tout n € N*, > 0, lim — = 0 et la suite de terme général — est dé-

ne "’ n—+oo n® n
(="

sont donc
na

croissante. D apres le critere special des séries alternées. les séries E
convergentes.

Remarquons que si v < 1, elles ne sont pas absolument convergentes ce qui donne des
exemples de séries semi-convergentes : convergentes mais non absolument convergentes.

Le critere spécial permet a la fois de majorer une somme en valeur absolue mais aussi
d’obtenir le signe de celle-ci.

Séries numeriques



EXEMPLE2 Reprenons I’exemple précédent avec @ = 2. Le critére spécial précise que
pour tout m > 1,

+o00 (—l)k ) 1
k2 | — m?2

k=m

et que le signe de cette somme est celui de (—1)™".

On peut aussi montrer par exemple que :

+00 k
(-1) 1
2K

Ce théoreme est tres utile pour montrer la convergence uniforme de certaines séries de
fonctions : voir fiche 57.

Dés que le terme général d’une série fait intervenir (—1)", il faut penser au critére spécial
des séries alternées.

I1 faut parfois étre malin et ne pas se lancer téte baissée : toujours verifier au préalable si
la série ne serait pas. par hasard. absolument convergente.

£ (=1)"
Etudier la nature de —_—
Z /.n _+_ 2
SOLUTION

La fonction f : 2 — est décroissante sur R, : en effet. celle-ci est dérivable sur

1
vr+2

R4 par les opérations usuelles et on a pour tout z € R,
1 .
fl@)=-5@+272 <0

est aussi décroissante, positive et converge vers 0.

(_1 )n
2

Ainsi, la suite de terme général

1
vn+2

Par critere spécial des séries alternées, on en deduit que la série de terme général
converge.

47. Etudier la nature d une série alternée
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- (-1)"
Etudier la nature de Z

n+1

CE 47.2

Etudier la nature de Z(—l)”un ou pour tout n > 0,

1
un:/ e *dx
0

Posons pour tout entier n > 1.
1

n!

Un = —
1 Sotent (ap)n>0 et (bn)n>0 deux suites a termes strictement positifs et divergentes vers
+00. Montrer que si a,, ~ by alors In(a,) ~ In(b,).
+00 +00

2 Etudier les variations de (In(u,)),>1 et déterminer a Iaide de la formule de Stirling. un

(1"

équivalent de In(u,,) en +oc0. En déduire la nature de la série de terme général Val .

O Source : Centrale PSI

Pour vous aider a démarrer
KERCIC! m Appliquer le critere spécial.
XERCIC m Etudier tout d’abord la suite (un)n>0 : monotonie, signe, convergence.

= Un
m 1 Remarquer que u, = v, X —.

Un

n
2 Rappelons la formule de Stirling : n! ~ (—TE) 2mn.
+oo \ e
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La suite de terme général T2l est positive, décroissante (la fonction associée 1’est sur
n

(—1)"

R, ) et converge vers (. D’apres le critere spécial des séries alternées, la série E - 2T
n

est donc ¢ onvergente.

|[=$.4§3- I

I

Pour tout n > 0, la fonction 2 — 2" e 7 est positive et continue sur [0, 1] donc par positivité
de I'intégrale (les bornes sont dans I’ordre croissant), u,, est positif.

Pourtoutn > 0,ona:

i | 1
Uil — T = / 2" Hle %dy — / z"e Tdx
0 0

1
:/ _'L'"e"l'(:l?— 1)dx
0

Or pour tout 2 € [0,1], 2™e¢™* > 0 et 2 — 1 < 0 donc par positivité de I’intégrale (bornes
dans I’ordre croissant), u, 41 — u, est négatif et ainsi la suite (uy,,),>0 est décroissante.

Pour tout 2 € [0, 1], on a par décroissance de t +— ¢~ * sur R :
el<e®<1

puis sachant que 2™ > 0 :
e~z < 2" % < 2"

Par croissance de I’intégrale. on en déduit que :

1 1
/ e la"dr < u, < / 2"dx
0 0

e—l

ou encore :

< <
n+1—u"_n+1

Par théoréme d’encadrement, on en déduit que (uy,),>0 converge vers 0.

Finalement, la suite (u,)n>0 est positive. décroissante et converge vers 0. D’apres le critere
special des séries alternées. la série E (—1)"uy, est donc convergente.

47. Etudier la nature d une série alternée
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1 Pour tout entier n > 0, a, et b, sont strictement positifs donc on a :

In(a,) =In (bn X -Z—:) = In(b,) + In (Z_:)

Sachant que a,, o by, et par continuité du logarithme népérienen 1. ona:
o0

lim In (“—) =il
n—+00 by

Sachant que In(b,, ) tend vers +oc quand n tend vers +oc, on en déduit que :

in () = o)

donc In(a,) = In(b,) + o(In(by,)) et finalement In(a,,) J2 In(by,).

+00

2 Pourtoutn >1.ona:

1
In(u,) = ——In(n!)
n
Sachant que n! tend vers +o0o quand n tend vers +00, on a d’apres la formule de Stirling
et la premiere question :

1 1
In(u,) ~ ——In(n"e "V2rn) = —In(n) +1 — on In(27n)

+o00 N

donc In(uy,) 8 = In(n). Ainsi (In(uy,)),>1 diverge vers —oc et par composition avec
il >

I’exponentielle, on en déduit que (u,,) converge vers 0.

Etudions maintenant la monotonie de (u,,),>1. Pourtoutn > 1, ona:

In(wp 1) — In(uy) = ln(:!) - 111((::—11)!)
_ (n+1)In(n!) —nin((n+1)!)
N n(n+1)
(n+1)In(n!) —nln(n + 1) — nln(n!)
B n(n+1)
_In(n!) —nln(n +1)
N n(n+1)

= —— 3 (In(k) — In(n+1))
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Chaque terme de la somme est négatif donc on en déduit que (In(uy,)),>1 est décrois-
sante donc (uy, ),>1 1’est aussi (par composition avec la fonction exponentielle qui est
croissante sur R).

Finalement, (uy)n>1 st une suite positive décroissante convergeant vers 0 donc par le
e
vn!

critere special des séries alternées. la série de terme général converge.
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Etudier Ia nature d'une série

Si une série n’est pas de signe constant, il est impossible d’utiliser les critéres liés aux se-

ries a termes positifs. L’étude du signe du terme général d’une série est donc tres important
quand on débute un exercice.

Que faire ?

On commence par etudier la convergence absolue de la série : on se ramene ainsi a une
série a termes positifs (voir fiche 46).

, -1)» 1
EXEMPLE1 Etudions la nature de la série z (=1) In (1 - —) .
n n

0 (142)] = L (142)

La série de terme général positif g converge (série de Riemann convergente car 2 > 1)

Pour tout entier n > 1,

donc par critere de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme géneral

(= 1)"

(1 #e ) converge absolument donc converge.

Si le terme général de la série est de la forme (—1)"v,, : penser au critere spécial des séries
alternées (voir fiche 47).

I1 est parfois possible d’obtenir un développement asymptotique du terme général de la
série : cela permet de conclure par somme de séries convergentes/divergentes.

La premiere étape lors de 1’étude d’une série est de savoir si la série est de signe constant
ou non.
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Attention : les criteres de comparaison ne s’appliquent par pour des séries a signe non
constant.

L’étude de la convergence absolue est intéressant quand des expressions du type (—1)",
cos(n) ou encore sin(n ), interviennent dans la définition du terme général.

s . o - In(n
Déterminer la nature de la série de terme general u,, = exp ((~1)" (n) ) = 1.
n

SOLUTION
D’apres le théoreme des croissances comparees (et par produit avec une suite bornee), on a :

lim (—=1)"In(n)

n——+4o0 n

=)

Ainsi. d’apres le développement limité de la fonction exponentielle en 0 a I’ordre deux, on

a:
—1)"In(n) In(n)? In(n)?
Un = (=1 ( )+ (2) +o0 (2)
400 n 2n n
- (o (=1)"In(n) e . .
La serie de terme général ————— converge par critere spécial des series alternees : une
n

In(x)

>

simple étude de fonction montre que = —

est décroissante sur [e, +oo[ donc la suite

In(n)

de terme général est décroissante (a partir du rang 3) et est positive et convergente

vers (). On a maintenant :

In(n)? o <h1(-n)2) ln('n‘,)2

2n2 n?

Or par théoreme des croissances comparees, on a :

g, @it O 1 L WO,
n——+00 2n2 2 n—>+o00 \/7_1

donc
In(n)? B 1
M2 +oo ¢ n3/2

La série de terme général positif —— est convergente (série de Riemann) donc par critere de

n3/2
In(n)?
2n?

comparaison, la série de terme général est convergente et par critere de comparaison

48. Etudier la nature d‘une série qui n’est pas de signe constant
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des séries a termes positifs (la premiere série étudiée est a termes positifs donc 1’autre aussi
a partir d’un certain rang par équivalences) la série de terme général :

BIAR . B

2n2 n?

I’est aussi. Par somme, on en déduit que la série de terme général u,, converge.

_1)"

Etudier la nature de Z sin ((

g

Etudier la nature de Z tan (

n2

Aad

n

)
(—1)")‘

="

na

Etudier la nature de Z In ( 1+ ) suivant les valeurs de o > 0.

Pour vous aider a démarrer
sin(x) ke
Utiliser le développement limité de tan(z) en 0 a I’ordre trois.

Utiliser le développement limité de In(1 + 2:) en 0 a I’ordre deux.

—1)°

Par produit d'une suite bornée et d’une suite convergeant vers (. on a lim =

n—-+4o00 71,2
. 1
S ( n2

donc d’apres I'indication,

(="

n2

~

+00
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La série de terme genéral positif — converge (série de Riemann avec 2 > 1) donc par
n
critere de comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme général

n2

On sait que lim
no+oo N

an (S 2 I

(GF) +o(%)
>4 +o| —
n 40 N n n3
B (_1)'", (_1)'” 1
oo N " 3n3 " n3

(0" (1"

Les séries de termes généraux et 5
n 3n

alternées), la série de terme général — est convergente (série de Riemann avec 3 > 1)
n~

donc par critere de comparaison pour des séries a termes positifs, la série de terme général

. —1)"
sin <( converge absolument donc converge.

n

= (0 donc

Wl =

sont convergentes (critere spécial des séries

0 (—3 converge. Ainsi, par somme de séries convergentes. la série étudiée converge.
n

. : i : —1)*
On sait que « est strictement positif donc lim (=1)
n—+oo N

(1) o S () e (52)

_eyr 1 1
foo N In2e e n2a

(_1)11

.na

= (). Ainsi,

La seérie de terme général

1
a——+0|—=) ~ —=—5=
2n2 n2® | too 2n2c
converge si et seulement si 2a > 1 donc par critére de comparaison des séries a termes
négatifs (I’autre terme général est neégatif a partir d’un certain rang), la série de terme général

converge (critere spécial des séries alternées). De plus, on

w ' 1 -
et la série de terme general ~5n3a (termes négatifs)
n

1 1 ; . - g g g
= + 0 | —= | converge si et seulement s1 2« > 1. Ainsi, par somme, la série etudiee
2n2a n2o N

converge si et seulement o > 3

48. Etudier la nature d‘une série qui n’est pas de signe constant
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Utiliser le critere de d’Aiembert

Soit Z un une seérie a termes strictement positifs. Supposons que :

. u
lim 2t —yp
n—+4o00 Un

avec éventuellement £ = +o0. Alors :
Sif e [0,1], la série Z Uy, converge.

W Sif > 1ou/f =400, lasérie Z up diverge grossierement.
~ Si/ =1, on ne peut rien conclure.

Que faire?

* Ne pas oublier de préciser que la suite (uy,) est a termes strictement positifs.
Le critere de d” Alembert est trés utile quand le terme général de la série étudiée est définie
a I’aide de produits, puissances ou factorielles.

- s a .
EXEMPLE1 Etudions la nature de la série Z = oua € R.

Soit a € R. Sia = 0 alors les termes de la série sont nuls a partir du rang 1 donc la série
converge. Si a # 0, la série étudiée a des termes différents de 0 mais n’est pas a termes
strictement positifs si a < 0 : nous étudions donc la convergence absolue. On a pour tout

neN,
an+1
1)! n+1 !
CAD _ ot ol gy
a la|*(n+1)!  n+1 ns+
n!

n
by N ,o. a
D’apres le critere de d’ Alembert, la série E — est absolument convergente donc conver-

gente. Cette série s appelle la série exponentieile et permet de définir la loi de Poisson.
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Si le terme géneéral u,, de la série étudiee n’est pas strictement positif mais ne s’annule
jamais, il est toujours possible d’étudier la convergence absolue de celle-ci a I’aide du
critere de d’Alembert. Il suffit d’appliquer celui-ci a la série de terme général |uy,|.

Le cas limite £ = 1 est fréquent. Il faut dans ce cas utiliser un autre critére pour étudier la
série (voir fiches 46 et 47).

£ an . n!
Etudier la nature de la série Z

;F.
SOLUTION

|

n! ) , ) ..

Posons pour tout n € N*, u,, = ==, Alors (uy )n>1 est une suite de réel strictement positifs
n =

et pour tout n > 1,

(n+1)!
Unyr _ (n+ 1§ _ n" _ n \" _ o—nin(1+)
ty n! (n+1)7 n+1
n"

1
Or lm — =0donc
n—+4+o0o N

1
—nlhn(l+-) ~ -1
n +oo
et ainsi, par continuité de la fonction exponentielle en —1 :
. i
lim —H —e1<1

n—+o00 Up

D’apres le critere de d’Alembert, on en déduit que g u, converge.

- n!
m Etudier la nature de —_
22n

m Soit @ > 0. On pose pour tout n > 1.

49. Utiliser le critére de d’Alembert
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1 Etudier la convergence de la série de terme général u,, lorsque a est différent de e.
2 Supposons que a = e. Montrer que quand n tend vers 400,

Un+1 i l
Up +o0 exP (2n hin (n))

En déduire que la suite (u,,) est croissante a partir d’un certain rang. Qu’en déduit-on ?

IC| m Ne pas oublier de vérifier le signe du terme général.

:i’_i;im 1 Utiliser le critére de d’ Alembert.

2 Penser a faire un développement limité. Remarquer que :

2i+(;1;) :%(%Jro(l))

La terme général peut-il tendre vers 0 ?

n!
Pour tout n > 0, oo > (et

1)!
S 1) 2 p
n! = | A n+2 +00
S n! 2 4 n-o+4oo

. s . n!
D’apres le critere de d’Alembert. on en déduit que Z > diverge.

=
fok im

npl
1 Supposons que a est différent de e. Pour toutn > 1. ona u,, = 17:“ > 0et
n
a"“(n +1)!
Un i1 (n+ 1)n+! n" n \" n+1\™"
= =an+1) X ————==a =id
Un a™n! 534 (n+1)nt1 n+1 n

n n
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a+I\ " i , . »
Or =(14+-— et on a déja montre dans 1’exemple traiteé que :

n n
1 et {
lim (1+—) —e <1

n—+4oc mn

Ainsi,
5 /ll:n 1 .
lim 1 — ge]

n—+00 Up

Sachant que ae ! < 1 si et seulement sia < e et ae™! > 1 si et seulement si a > e. on
en deéduit d’apres le critere de d’Alembert que la série de terme général u,, converge si
a < e etdiverge sia > e.

Supposons que a = e. Les calculs de la question précédente impliquent que :

Up+1 ™ 1
:e(l-i——) :exexp(—nh1<1+—))
Up n n

. :
Sachant que lim — = 0, on a au voisinage de +00 :
n—>+o00o N

1 1 1 1 1 1

et ainsi :

Un+

I —exex 1+i+0 l = ex i~I-0 l
Up = 2n n e 2n n

On remarque que :
- +o L5 Y 1 +o(1)
2n n/] n\2

1 1 A 5 :
Le terme 3 + o(1) tend vers 3 quand n tend vers +oc donc on en deduit qu’a partir

n

Un+1 i l
U, e (271 i (n)) 2

Ainsi, a partir d’un certain rang, la suite (u,,) est croissante. La suite étant strictement
positive, celle-ci ne peut pas converger vers () donc la série de terme général u,, diverge
grossierement lorsque a = e.

. . 1 1
d’un certain rang, ™ +o|—]>0et
n

49. Utiliser le critére de d’Alembert
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Reconnaitre un produit de Cauchy

On appelle produit de Cauchy des séries Z Up et Z vp. lasérie Z wy, ou pour toutnn > 0,
n>0 n>0 n>0
le terme wy,, est défini par :

= ) um,= Z UpUn_k = Z Un—kUk

p+g=n k=0

Le théoreme clé est le suivant :

Si les deux séries Z up et Z vy, convergent absolument alors le produit de Cauchy de
n>0 n>0
ces deux séries est absolument convergent et on a :

(5= (5) (&)

Que faire?

On commence par justifier la convergence absolue des deux séries étudiées puis on déter-
mine le terme général du produit de Cauchy.

b : 1 .
EXEMPLE1 Etudions le produit de Cauchy de Z n AVeC elle-méme.
n>0
: 1
Posons pour tout entier n > 0, u, = -2—n etvp, = 2n
v, convergent absolument car ce sont des séries géométriques avec une raison appartenant
a] — 1,1[. Ainsi. le produit de Cauchy étudié est absolument convergent. Pour tout entier

n>0.ona:
n n n
1 1 n+1
> utns =3 (i) = Lo ="
k=0 k=

k=0

Les séries de termes généraux uy, et
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n+1

On en déduit alors que la série de terme général converge absolument eton a :

2
2
+°°(n+1)_ I B 1 _92_y4
Y =|1xm] =|—1]| =2=
n=>0 n=0 " — -

2

Ne pas oublier de justifier la convergence absolue des deux séries.
I1 est plus simple de travailler avec des suites dont le premier indice est 0. Si ce n’est pas
le cas. ne pas hésiter a rajouter des termes nuls a la suite.

On définit pour tout nombre complexe 2, exp(z) de la maniére suivante :

+00 L

exp(z) = Y -

k=0

Justifier que cela a un sens pour tout nombre complexe 2 et montrer que :

V(2,2') € C2, exp(z + 2') = exp(z) exp(2’)

SOLUTION "

Soit z € C. La série Z ﬁ converge (absolument) pour 2 = 0 car ses termes sont nuls a
k>0

partir du rang 1. Si 2 est différent de 0. le terme général de cette série ne s’annule pas et on

a pour tout k& > 0,

|22+ /(k+1)! |2
|2k /k!| Ck+1
) 21
kLuilook7+1 =<1

D’apres le critere de d’Alembert, on en déduit que la série est absolument convergente.
Ainsi. pour tout z € C, exp(2) est bien défini.

Soit (2,2') € C2. Les séries dont les sommes sont exp(z) et exp(2’) convergent absolu-
ment donc le produit de Cauchy de celles-ci converge absolument. Déterminons son terme
general : pour tout n > 0,

SN €0 Ll N W40 1
sl 4—_ —_ - Zk 2,/ n—k = —(z Z/ n
2 X kZ_On! (L) Ll L

k=0

50. Reconnaitre un produit de Cauchy
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par linéarité et d’apres la formule du binome de Newton. Ainsi :

i’f Sk +00 (z/)k +00 (z + Z/)n
X Z il S Z |
k=0 k! k=0 k! n=0 L

ou encore exp(2) exp(2’) = exp(z + 2/).

Exercices
Pour tout entier n > 1. on pose :
b (_1)11.
/¢ =
n n \/ﬁ

1 Montrer que les séries de termes généraux a,, et b, convergent.
2 Déterminer la série produit de Cauchy de ces deux séries. Est-elle convergente ?
3 Qu’en déduit-on?

Soit z un nombre complexe tel que

eZ

comme la somme d’une série

—_
i~

z| < 1. Ecrire 1
convergente.

m 1 Utiliser le critere spécial des séries alternées.

2 Minorer, en valeur absolue, le terme général de la série produit de
Cauchy.

3 Les séries de termes généraux a, et b, sont-elles absolument
convergentes ?

m Utiliser la série exponentielle et la série géométrique.
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1

2

La suite de terme général — est positive. decroissante et converge vers (. D’apres le

critere spécial des séries alternées, on en deduit que les séries de termes généraux a,, et
by, convergent.

Notons pour tout n > 1., wy, le terme général du produit de Cauchy des séries de termes
généraux a, et b,. On a pour tout n > 1,

n
Wnp = Z agby_j
k=1

—~ Vkvn—k
n
1
— (_l)n
k=1 \/E n—k
Ainsi,
- 1
|wn| =
Pour tout & € {1,...,n}, par croissance de la fonction racine carrée sur R, on a

Vk < y/n et /n—k < \/n donc par produit de termes positifs.
0<Vkvn—k<n
Par décroissance de la fonction inverse sur R | on en déduit que :

1
—— 5
\/L:\/n—k'_

1
n

puis par sommation :
n
1
w,| > E —=1
I "l - —1 n

Ainsi (wy,) ne peut pas converger vers 0 et la série de terme général w,, diverge gros-
sierement.
Pour tout n > 1,

1
vn
On reconnait le terme général d’une série de Riemann divergente donc les séries de
termes généraux a, et b, ne convergent pas absolument. On en déduit que I"hypothese

|an| = [bn| =

50. Reconnaitre un produit de Cauchy

253




254

de convergence absolue des séries étudiées est importante pour obtenir la convergence
de la série produit de Cauchy associée.

502

Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1. D’apres le cours, les séries de termes généraux
n

— et 2" sont absolument convergentes et on a :

n!
ez +“37n +00
1 - Z ! Z 2"
— 2 n:
o n=0 n=0

Par convergence absolue des deux séries. le produit de Cauchy de celles-ci est aussi absolu-
ment convergent. Déterminons son terme général : pour tout entier n > 0,

LY k 2 = 1
Z(k_.-!xzn_):kzzoﬁz D

k=0 k=0

Ainsi.
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-y - - ry_ =

Soit (uy)n>0 une suite. Pour tout entier n > 0. on a par télescopage :

n

Z(Uk+1 - uk) = Un+41 — U
k=0

On en déduit le résultat suivant :

La suite (uy, )n>0 converge si et seulement si la série Z(u""'l — up) converge.

Que faire?

- Sile but est d’étudier la suite (uy, ), >0, la série de terme général u,, | —u,, peut étre étudice
a I’aide d’un critere de comparaison (en obtenant un équivalent ou un développement
asymptotique).

Si le terme général d’une série est une fraction rationnelle, une décomposition en €léments
simple permet parfois de se ramener a une série télescopique.

Le calcul de la somme partielle permettant de prouver le résultat principal est trés impor-
tant et doit pouvoir étre refait rapidement car il permet de déterminer la somme de la série
en cas de convergence. On peut en fait se passer du théoréme et reprouver directement
celui-ci.

Déterminer la nature de la série suivante et donner sa somme en cas de convergence :
(n+1)2
P v
n(n+ 2)

51. Utiliser une comparaison suite-série 255
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SOLUTION
Pour tout entier n > 1,

(n+ 1)2 B :
In (m) =2In(n+1) —In(n) — In(n + 2)

=In(n+1)—In(n)+In(n+1) — In(n + 2)
On en déduit que pour tout entier N > 1,

N

(k+1)
le ( (kT2 ) ;(hl(k +1) —In(k) + In(k + 1) — In(k + 2))

N N
=Y (In(k+1) —In(k)) + Y _(In(k + 1) — In(k + 2))
k=1 k=1

=In(N +1) —In(1) +In(2) — In(N + 2) (télescopage)

N+1
—m(2)+m<N+2)
On sait que :
B o e
N—+4oo N +2

donc par continuité du logarithme népérien en 1, on en déduit que la série étudiée converge
et que :
(k+1)
In In(2
> (i) e

Soit a € R. Pour tout n € N*, on pose :

1
Up = Z 1 —aln(n)
0

1 Donner un équivalent de uy, 1 — u, quand n tend vers +oc.
2 Déterminer o pour que (i, )p>0 converge.

Soit (a,)n>0 la suite définie par ag € R et pourn € N par:

an+1 = 1 = e_an

Series numeriques



Etudier la convergence de la suite (@, )n>0.
Déterminer la nature de la série de terme général a?.
Déterminer la nature de la série de terme général a,,. On pourra commencer par étudier

- — an+1
la série de terme général In ( et ) .
Qn

Utiliser un développement limité en distinguant deux cas.

2 Utiliser le lien entre suite et série télescopique.

Utiliser f : 2 — 1 — e~ qui vérifie f(RY) C R}.

2 Calculer a1 — ay, et faire un développement limité pour obtenir
un équivalent.

a ; ; i :
3 Calculer In ( whl ) et faire un développement limité pour obtenir
Qn
un équivalent.

1

Soitn > 1. Alors :

n+1 n

1
U g _u":kz2k+l —aln(n-}-l)—kz:2k+1+aln(n)
b=0 b=0

_ 1 il n+1
T m+3 n

1 1
- 2n+3—aln(1+7—l)

1 v & « " 1
— _—— cr— 0 —
40 2n+3 n  2n? n?

51. Utiliser une comparaison suite-série
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n—a(2n+ 3) " o 4 1
+oo  n(2n + 3) 2n? n?

(1-20)n—3a , a +0(_>

1
+oo  n(2n+3) 2n?2 n?

On distingue alors deux cas :

Sia:%.l—Qa:Oetainsi:

+

3 1 1
Up41 — Up +‘;O _'272/(271 ¥ 3) + 4n2 o (n_2>

1w
+oon2 \ 2n(2n+3) 4

Sachant que :

lim i >
im —— = ——
n—+oo  2n(2n + 3) 4

On en deéduit que :
1

(s — U O, e
n+1 n Pt 2712

Sia;éé._l—2a7$0etainsi:

e — 1 (1—2a)-n—3a+g+o 1
WL o R 2 +3 2n n

Ona:
- (1-2a)n—-3a 1-2a
n—-+4o00 2n+3 2
On en deduit que :
oy 1 -2«
n+1 n +oo O

2 La suite (up)n>0 converge si et seulement si la série de terme général uy, 41 — up
converge. D’apres la question précédente. u, 1 — u, est équivalent, au voisinage de
+00 et a une constante pres, au terme général d’une série de Riemann (donc de signe
constant) convergente si & = 1/2 et divergente si o # 1/2.

A partir d’un certain rang. u, ] — U, est donc aussi de signe constant et par critere
de comparaison, on en déduit que la série de terme général u, 1 — u, converge si et
seulement o = 1/2.

Finalement, la suite (uy),>0 converge si et seulement o = 1/2.
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Puisque pour tout z > 0, —z < 0,onae " < 1 puis 1 — e ™ > 0. Ainsi. en posant
f:z—=1—e" ona f(RY) CR}.Orap > Oetpourtoutn € N, an1 = f(an).
Par récurrence. on montre donc que pour tout n € N, a, > 0. On sait que pour tout
r € R, e* > 1+ 2 donc pour tout n > 0,

appr=1—e"™ <1— (1 = an) = an

La suite (a,) est donc décroissante et minorée par 0 donc elle converge. Notons £ > 0
sa limite. Puisque la fonction exp est continue sur R, en passant a la limite quand 7 tend
vers +oo dans la relation de récurrence definissant la suite, on obtient :

t=1-¢*
Or en étudiant la fonction g : * — 2 + e~ — 1, on montre que g(x) = 0 n’admet
que 0 comme solution et ainsi, la suite (a,) converge vers 0.

On sait que lim a, = 0 donc quand n tend vers 400 :
n—+4o00

2
a
py1 —p=1—e " —a,=1—a, — (1—“114'# +0((l'721))

2 2
—_ 2) o _In
S + 0 (ay) By

Or la suite (a,, ) converge donc la série télescopique E (apn41—ay) converge aussi. Les
termes généraux des séries étudiées sont négatifs donc, par critere de comparaison de

5 g W 5 s i 7 a IR 5 s
séries a termes négatifs, la série de terme géneral ——271 converge. Ainsi, la serie E a
converge.

On a quand n tend vers +00 :
Ant1 1—e 1 a2 P
1 ( " ) 1 < . ) 1 (an (an g +0 (az)
a

ce qui implique que :

In(an41) — In(a,) =In <Gn+1) .

Or la suite (In(ay)) diverge vers —oc car (an) converge vers 0 (par valeurs positives)
donc la série télescopique de terme général In(a,,4 1) —In(a,, ) diverge aussi. Les termes
geéneraux des séries étudiees sont négatifs donc par critere de comparaison de séries a

- ’ s - an . - 5 v
termes négatifs, la série de terme général -5 diverge donc la seérie de terme géneral
a, diverge.

51. Utiliser une comparaison suite-série
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00
2 Mettre en place une comparaison
N série intégraie

Soit f : Ry — R une fonction continue et monotone. Si I’on souhaite étudier le comporte-
ment asymptotique des (Sy,)n>0 définie par :

Sn — Zf(k)
k=0

Il est possible de mettre en place une comparaison série-intégrale. Dans le cas ou la série de
terme général f(k) converge, cette méthode permet aussi d’étudier le comportement de la
suite des restes de cette série.

Que faire?
~ Supposons que f soit continue et croissante sur R . Alors on prouve par croissance de
I’intégrale que pour tout entier k£ > 0,
k+1
fk) < f(t)dt < f(k+1)
k

On obtient alors par sommation un encadrement de .S, par des intégrales.
~ Supposons que f soit continue et décroissante sur R, . Alors pour tout entier £ > 0,

k+1
flk+1) < : f(t)dt < f(k)

De méme. on obtient alors par sommation un encadrement de .S,, par des intégrales.

© L’encadrement de I'intégrale se retrouve facilement avec un dessin (comparaison avec
I"aire de deux rectangles).

~ Cette méthode est appropriée des que la fonction est monotone et elle est efficace car il
est plus simple d’étudier une intégrale qu'une somme.
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Exempie traité

n
Déterminer un équivalent de E
k=1

Y] quand n tend vers +00.
SOLUTION

. , ) 1
Notons pour tout entier n > 1, S,, la somme de I’énoncé. La fonction = +—

t
CT T

continue et décroissante sur R, .
Soit k € N*. Pour tout t € [k, k + 1],

1 s B o 3
k+1)+1— %+1—3k+1

Par croissance de I’intégrale (les bornes sont dans 1’ordre croissant), on a alors :
k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ ——dt < / ——dt < / dt
k 3(k+1)+1 k 3t+1 k 3k+1

1 k+1 1
—_— < F &
3(k.+1)+1“/k ET R T

Par sommation pour & variant de 1 a n € N*, on a d’apres la relation de Chasles :

n 1 n+1 1
—_— < dt < S
,‘_2::13(“-1)4—1—/1 dt+1 — "

A I’aide d’un changement d’indice. on obtient :

et donc :

n+1 1 1 n+1
L3 < [.— In(3¢ + 1)] < Sn

- 3k+1 3 1
On a alors : 1 ]
— = < —(In(3n = <
Sn + oy i 3(111(371 +4)—In(4)) < S,

On obtient donc un encadrement de .S, :

1 3n 1 3n 1 1
= s e &2 ek A
3h1(4+1>_5n_3h1(4+1)+4 mrd

Sachant que % +1>1In (% + 1) > 0 donc :

. 1

= fin = 3 [3n
m(%u) 4111(%4(1) m(£+1>(3n+4)
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Par théoreme d’encadrement, on en déduit alors un équivalent de .S, :

3
& i (—" 5 1)
+00 4

Remarquons que pour tout entier n > 1,

3n 3 1 S . 1
hl(I+1)_h1(7z(Z+;>)-hl(n)-i-ln(z-i-E)

Par continuité de la fonction logarithme népérien en Vide sait que :

: 3 1 3
()= ()

S n +";’o 111 ( n )

Ainsi,

m On pose pour tout entier n > 1,

n 1
Hn = EE
k=1

Montrer que lim (Ha, — Hy) = In(2).

n—+400

m Déterminer un équivalent de In(n!) au voisinage de +oc.

m On pose pour tout entier n > 0,

+o0 1
e Z k2 + 1
k=n

: X S 1
Justifier que u, est bien défini et montrer que uy, B =
o ol # }

On admettra que pour tout réel 2 > 0,

Arctan(z) + Arctan <_‘

I\ =«
2

&
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m Mettre en place une comparaison série-intégrale a 1’aide de la fonction
mverse.

n
Remarquer que In(n!) = Z In(k).
k=1

Mettre en place une comparaison série-intégrale a 1’aide de la fonction

— )
241

IIIIlIIIIIIlIIlIllIIIlIlllllllllllllllllllmIIIIIIIIIIllllllllllllllllllllllllllllllll
m Soitn > 1. Alors :

puis par croissance de I'intégrale (les bornes étant dans 1’ordre croissant) :

k+1 1 k+1 1 k41 1
/ —dt < / —dt < / —dt
k k+1 k t k k

1 k+11 1
— - & —dt < — 521
k+1—/k =% G20

Soit n > 1. En sommant I"inégalité de gauche de (52.1) pour k variant de 7 a 2n — 1, on
obtient d’apres la relation de Chasles :
2n
L / it
k+1 : B

A I'aide d’un changement d’indice et en calculant I’intégrale, on obtient :

et donc

2n—1

k=n

2n
> 1 <n2n) ~In(n) = In(2) + In(n) ~ In(n) = In(2)
k=n+1

52. Mettre en place une comparaison série intégrale
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En sommant I’inégalité de droite de (52.1) pour k variant de n + 1 a 2n, on obtient de la

meéme maniere : ,
2n +1 % i
In < =
( n+1 ) - Z k

k=n+1

et ainsi :

2n + 1
In < R | ) < Hpp, —Hp < hl(2)

Par continuité de la fonction logarithme en 2. on a :

On obtient alors le résultat par théoreme d’encadrement.

La fonction logarithme népérien est continue est croissante sur [1, +o0.
Pour tout entier £ > 1 et pour tout réel ¢t € [k, k + 1],

In(k) < In(t) < In(k+1)

Par croissance de I’intégrale (les bornes sont dans I’ordre croissant). on en déduit que :

k+1 k+1 k+1
/ In(k)dt < / In(t)dt < / In(k + 1)dt
k k k

et ainsi : i
In(k) < / In(t)dt < In(k + 1)
k
En sommant I’inégalité de gauche pour k£ variantde 1an > 1,ona:
n no k4l
In(n!) =In(1 x 2 x - x 1) = 3 In(k) < Z/ In(t)dt
k=1 k=17

ce qui donne d’apres la relation de Chasles :

n+1
In(n!) < / In(t)dt
1

= [tIn() — {7+
=Mn+1)n(n+1)—(n+1)+1
=n+1)ln(n+1)—n

On utilise maintenant 1’mégalité de droite. en remplacant & (entier supérieur ou égal a 2) par
k—1>1:

/k In(¢)dt < In(k)
k

-1
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En remarquant que In(1) = 0, on obtient par sommation que pour tout entier n > 2,

Z/ In(t)dt < Zm Zm k) = In(n!)

ce qui donne d’apres la relation de Chasles :

/n In(t)dt < In(n!)

1

donc en reprenant le calcul précédent :
nln(n) —n+1 <In(n!)

Remarquons que pour tout entier n > 1,
1
In(n+1) =In(n) + In (1 + ;z_)

et par continuité de la fonction logarithme népérienen 1 :

1
lim In (1 — —) =)
n—+00 n

On en déduit que In(n + 1) ~ In(n)etona:

+00

nln(n) —n+1 22 nln(n) et(n+1)In(n+1) —n ~ nln(n)
o

+00
On sait que pour tout entier n > 2.
nln(n) —n+1<hn(n!)<(n+1)n(n+1)—n
On divise alors chaque terme de I'inégalité par n In(n) (qui est strictement positif) :

nln(n) —n+1 e In(n!) o (n+1)In(n+1)—n
nln(n) ~ nln(n) — nln(n)

On obtient alors par encadrement que :

In(n!) ~ nln(n)

400
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Ona:

1 1

K2+ 1 o0 k2

et la série de terme géneral 72 converge (série de Riemann avec 2 > 1). Par critere de com-

paraison pour des séries a termes positifs, on en deduit que la série de terme géneéral ———

k%41
converge donc pour tout n > 0, u,, est bien défini comme le reste d’une série convergente.

Soit k& € N*. La fonction t —

1 " ; ; ;
P est décroissante sur R’ (inverse d’une fonction stric-
tement positive et croissante sur cet intervalle). Ainsi, pour tout t € [k, k + 1],

1 1 1

< g
(+1)24+1 " t24+1 " k2+1

puis par croissance de I’intégrale (les bornes étant dans I’ordre croissant) :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
———dt < dt < ———dt
/k (k+1)2+1 “/k t2+1 -/k k2 +1

/i k+1 1
i B dt < 522
(k+1)2+1"/k 241 k41 e

Soitn > 1 et N > n. On somme I'inégalité de droite précédente pour k variantde na N :

donc

N

k+1 1 N 1
dt < _
kz:;/k t2+1 “kzz;lk2+1

ce qui donne d’apres la relation de Chasles :

N+1 1 N 1
i <
/N t2+1d—Zk2+1
k=n

On somme maintenant I’inégalité de gauche de (52.2) pour k variant de n — 1 (qui est positif
carn > 1) a N — 1 et on utilise encore la relation de Chasles pour obtenir :

N-1 N
5 ;</ -
1(k'+1)2+1" a—q %41

k=n—

En changeant d’indice dans la somme précédente. on obtient en regroupant les deux inéga-

lités obtenues :
N

N+1 1 1 N 1
dt < — < —dt
/n 2+1 ‘"Zk2+1-/n_l t2+1
k=n
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ou encore en calculant les intégrales :

N
Arctan(N + 1) — Arctan(n) < Z

k=n

2 < Arctan(N) — Arctan(n — 1)

Par passage a la limite quand NV tend vers +00, on obtient alors :

g — Arctan(n) < u, < g — Arctan(n — 1)

D’apres I’égalité admise, on a donc pour tout n > 1 :

1 1
Arctan (—) < u, < Arctan ( )
n n—1

On sait que Arctan(2) i donc on en deéduit que

1 ]| 1 1 1
Arctan ([ — | ~ — et Arctan ~ Al —
n) +on n—1/) +toon—1 +oon

En divisant I’inégalité précédente par — (qui est strictement positif), on a :
n

nArctan l < In < nArctan 1
n 1 n—1

n

Par théoreme d’encadrement. on en déduit que :

. i
lim -—{—l =il
n—+400 &

et finalement :
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Soit Z U, et Z v, deux séries. On suppose que pour tout entier n > 0, v, > 0.
n>0 n>0

Supposons que les séries de termes généraux u, et v, convergent. Posons alors :

+00 +00
=0, Bh= Zuk et Zn= ka
k=n+1 k=n+1

W Siu, ~ vpalors R, ~ Z,.
+o0 +00
Si 1y = o(vy,) alors Ry, = o(Zy).
B Siuy, = O(vy,) alors R, = O(Zy).

On a un résultat similaire quand les séries divergent :

Supposons que les séries de termes généraux u, et v, divergent. Posons alors :

n n
Vn >0, Sn:Zuk et Tn:ka
k=0 k=0

© Siup ~ vpalors Sp ~ T
400 400
: Slun+:°° o(vy,) alors .S, =, o(Ty).

m Siu; = O(vy,) alors S, = O(Ty).

Que faire ?

I1 est fréquent d’utiliser une comparaison série-intégrale pour obtenir 1’équivalent d’une
somme partielle ou d’un reste d’une série dont le terme général est « simple » puis d uti-
liser le résultat précédent pour s’y ramener.

* Penser a préciser la positivité de (vn)n>0.
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Les preuves des résultats précédents sont classiques et souvent demandées aux concours :
il est important de les retravailler.

Exempie traite
n n
: ; 1 (k+1)F
En admettant que — ~ In(n), déterminer lim .
4 AZ—I k +oo (n) n—+oo In(n) & ikl

SOLUTION
Pour tout entier £ > 1. on a:

(k+1)* 1 /k+1\F 1 i )
ke T e\ k Tk k

1+-1— k~e‘{ kIn 1+—1—
1 S K

Si1 k tend vers +00. % tend vers 0 donc
1 1
14+=]) ~ =
ln( + k) ity
1
kln (1 - —) ~ 1
]\“, +00

lim kln (1 - l) —|
k—+00 k

Par continuité de I’exponentielle en 1, on en déduit que :

1\ *
lim (1 — ) =e
k—+o00 k

Remarquons que :

ce qui implique que :

donc

On en deéduit que :

(k+ 1)k e
k1 oo ke
La série (a termes positifs) harmonique diverge donc la série de terme général positif kT

aussi et par sommation d’équivalents. on a :
(k+ 1)*
> e Z r

k=1

53. Utiliser la sommation des relations de comparaison
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donc d’apres 1’énoncé :
2o (k4 1)F

KT oo
k=1

eln(n)

et ainsi :

~]

k
lim 1 (k+1) _

n—+oo In(n) & kek+1

On admet I’existence d’un reel 7 tel que :
n

Y. - In(n) + v + o(1)

k oo
k=1

On pose pour tout entier n > 1,

n

1
S":Zk+\/E

k=1

1 Déterminer un équivalent simple de S, quand n tend vers +oc.
2 Montrer I'existence d’un reel C tel que :

Sp = In(n) + C +0(1)
+00

Soit (u,)n>0 une suite réelle convergeant vers un réel £. Démontrer le lemme de Césaro,
c’est-a-dire :

1 n
lim up =4
n—+oon + 1 E) 8
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1
1 Déterminer un équivalent de \/_ quand k tend vers +00.

2 Calculer S,, — Z s
k=1

Distinguer le cas £ = 0 et le cas £ # 0.

T T Solutions des exercices T LT
Il‘:Hi‘_'En WEEI

1 Ona:

1 1
k+Vk +o k
La série de terme général positif % diverge donc par critere de comparaison des séries

a termes positifs, la série de terme général = 1 oy aussi et par sommation d’équivalents,

ona.:
1
Zz

donc d’apres 1’énoncé :
Sp ~ In(n)

+00

2 Soitn>1.0Ona:

1 1 B n \/E __n 1
ZA Z(L+\/_ E)__Z(H\/E)k" Z(k+\/ﬁ)\/E

k=1 k=1 k=1

Ona:
1 1

(k + Vk)Vk +oo k3/2
La série de terme géneral positif 'kwl'z" converge (série de Riemann avec % > 1) donc par

critere de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général ———~
p p g (k+VE)VE

aussi. Ainsi, il existe un réel K tel que :

n
) 1
nl}uilwsn—gﬁ -

53. Utiliser la sommation des relations de comparaison
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donc

D’apres I’énonce, on en déduit que :

Sp = In(n)+v+ K +0(1)
+o0

ce qui donne le résultat souhaité avec C' = K + 7.

Supposons que ¢ = 0. Alors u, = o(1). La série de terme général positif 1 diverge gros-
o0

sierement donc par sommation d’une relation de comparaison, on en déduit que :

n n
Zuk +:Oo 0 (Z 1) =o(n+1)
k=0 k=0

donc
n

1
n+1 kz_ouk 400 o(1)

ce qui implique que :

1 n
lim =0
n—+oon + 1 kz—%) ’

Supposons que ¢ # 0. Alors u, . (. La série de terme général positif ¢ diverge grossiere-
o0

ment donc par sommation d’équivalents, on en déduit que :

n n
Zuk ok Zf =(n+1)¢
k=0 k=0

donc

ce qui implique que :
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