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1. Quelques mathématicien-ne-s

1.1. Antiquité

THALES (v. 625 av. J.-C. — v. 545 av. J.-C). Savant grec, né a Milet (au-
jourd’hui en Turquie). Il cherche a expliquer le monde en se basant sur les
sciences et non la mythologie. Les connaissances grecques se basent pro-
bablement sur la science égyptienne et les mathématiques babyloniennes
(Mésopotamie). Géometre, il travaille a la fois sur les figures et en par-
ticulier les triangles vus comme des objets théoriques, mais aussi sur les
applications pratiques de la géométrie. On lui attribue la mesure de la hau-
teur des pyramides d’Egypte gréce & leurs ombres. Son nom reste associé
au fameux théoreme de Thales.

PYTHAGORE (V. 580 av. J.-C. — v. 495 av. J.-C). Savant et philosophe grec.
Son enseignement est reconnu avec de nombreux disciples et influencera
Platon et Aristote. Pour Iécole pythagoricienne les mathématiques sont la
base pour modéliser le monde. Pythagore et son école s’intéressent a la
fois a la géométrie et aux nombres, c’est par exemple le cas du célebre
théoréme qui porte le nom de Pythagore et relie une figure géométrique a
des nombres. Il aurait dit « Tout 'univers repose sur 'ensemble des entiers
naturels » car on pensait a 'époque que toutes les longueurs pouvait étre
calculées par des nombres rationnels.

EUCLIDE (vers 300 av. J.-C.). Mathématicien grec qui dans les 13 livres des
Eléments donne la premiére présentation systématique de la géométrie du
plan et de I'espace, avec une approche déductive et rigoureuse des mathé-
matiques : a partir d’axiomes et de définitions, on énonce des théorémes qui
font l'objet de démonstrations. Dans le livre X on trouve la démonstration
de Tirrationalité de +2. Son nom reste associé¢ 4 la division euclidienne,
l'algorithme d’Euclide, la géométrie euclidienne (droite, plan, conique,...).

ARCHIMEDE (v. 287 av. J.-C. — 212 av. J.-C.). Savant grec de Syracuse (Si-
cile), il est fameux pour son euréka associé a la découverte de la poussée
d’Archimede. Il est a l'origine de nombreuses inventions et d’améliorations :
engrenages, vis sans fin, leviers, catapultes et autres machines de guerre.
Ses travaux mathématiques portent sur la géométrie, il obtient I'encadre-
ment 272—13 <m< 2—72 a laide de polygones encadrant un cercle. Concentré
a dessiner des figures sur le sol, il meurt lors d’'une attaque romaine de Sy-
racuse qU’il n’a pas vu venir, ayant lancé a un soldat romain « Ne dérange
pas mes cercles! »

HYPATIE D’ALEXANDRIE (V. 355 a 370 — 415). Astronome, mathémati-
cienne et philosophe grecque d’Alexandrie (’Egypte étant sous controle de
I'empire romain). Comme les autres savants de 'époque, son travail prin-
cipal consiste a commenter les travaux de ses prédécesseurs. Elle annote
P’Almageste de PTOLEMEE (v. 100 — v. 160) qui est un livre d’astronomie ol
la Terre est au centre de I'univers. Elle y améliore I'algorithme de division
des entiers. Elle commente aussi le traité Arithmétique de DIOPHANTE et
construit des outils astronomiques comme des astrolabes permettant aux
marins de s’orienter grace a la position des étoiles.

1.2. Moyen-age

MUHAMMAD IBN AL-KHWARIZMI (V. 780 — v. 850). Savant perse né dans
T'actuel Ouzbékistan et mort a Bagdad (actuel Irak). Ses travaux portent sur
les mathématiques, I'astronomie et la géographie. Son livre Abrégé de cal-
culs est a l'origine du mot algébre, il y présente des méthodes pour résoudre
les équations de degré 1 et 2. Il utilise le systeme de numération décimale
emprunté aux indiens. Il s’attache a présenter des méthodes systématiques
pour résoudre les problemes d’algeébre. Ses présentations se font sur des
exemples numériques car on ne dispose pas encore des notation avec des
lettres. Son nom a donné le mot algorithme.

LEONARD DE PISE - FIBONACCI (v. 1170 - v. 1250). Mathématicien italien,
considéré comme I'un des plus grands mathématiciens du moyen-age. Dans
son livre Liber abaci (le livre des calculs), il introduit en Europe le systéme
de numération décimale indo-arabe afin de remplacer 'usage des chiffres
romains. Les deux innovations sont l'introduction d’une notation pour les
dix chiffres et en particulier du zéro, et le fait que la valeur des nombres dé-
pend de la position de ces chiffres (les unités a droite, puis les dizaines...).
11 modélise aussi I'évolution théorique d’une population de lapins dans la
suite de Fibonacci qui est définie par Fy = 0, F; = 1 puis la formule de
récurrence F,,, = F,,; + F, lorsque n = 0. Les premiéres valeurs sont
0,1,1,2,3,5,8,13,21,...

1.3. Renaissance

JOHN NAPIER (1550-1617). Mathématicien, astronome et théologien écos-
sais (nom francisé en JEAN NEPER). Il cherche des moyens de rendre plus

efficace les calculs courants, en particulier pour I'astronomie et la navi-
gation ou il y a beaucoup de calculs avec de grands nombres. Il calcule
une table de logarithmes longue de 90 pages qui associe un produit a une
somme, permettant ainsi d’obtenir le résultat d’'une multiplication par une
simple addition et la lecture de la table. Le logarithme permet a KEPLER de
découvrir expérimentalement sa troisiéme loi. Ces tables seront améliorées
pour atteindre une précision de 14 décimales et resteront en usage jusqu'a
lavenement des calculatrices. En langage moderne, la table correspond a
lidentité In(ab) = In(a) + In(b). L’identité In(y/a) = % In(a) permet de cal-
culer facilement des racines carrées. Son nom reste attaché au logarithme

népérien, les logarithmes dans d’autres bases s’obtenant par logy (x) = {283 .

RENE DESCARTES (1596-1650). Philosophe et mathématicien francais. I
introduit la notation avec des lettres : a, b, c... pour les parametres, x, y,
z pour les inconnues et aussi la notation d’exposant x2 (pour x2), ce qui
rend plus lisibles les textes et facilite les calculs. Il se fixe comme objectif de
ramener les problémes de géométrie a des équations algébriques grace aux
coordonnées (x, y) dans ce qu’on appelle aujourd’hui un repere cartésien.
La méthode de Descartes consiste en quatre régles pour résoudre des pro-
blemes de facon scientifique : (i) S’assurer de bien comprendre la question
en se 'appropriant. (ii) Décomposer le probléme en questions plus simples.
(iii) Ordonner ces questions logiquement et par ordre de difficulté puis les
résoudre une a une. (iv) Vérifier soigneusement I'ensemble du raisonne-
ment.

PIERRE DE FERMAT (v. 1605-1665). Magistrat de la région toulousaine
et esprit universel, il s'intéresse a plusieurs domaines scientifiques. En op-
tique, il découvre le principe qui affirme que la lumiere se propage toujours
suivant le trajet de durée minimale. Sa correspondance avec PASCAL jette
les bases du calcul des probabilités. Son nom reste attaché a des résultats
d’arithmétique : «si p est premier a? = a (mod p) » (le petit théoréme de
Fermat). Il énonce le « grand théoréme de Fermat » : « Si n > 2, I’équation
x™ + y™ = 2" n’a pas de solution avec x, y, z entiers strictement positifs. »
Dans une note, il affirme en avoir découvert une démonstration mais qu’il
n’a pas assez de place pour I'écrire. Cet énoncé restera pendant plus de 300
ans une des plus grandes conjectures de I'histoire mathématique.

BLAISE PASCAL (1623-1662). Savant francais connu pour ses travaux en
mathématiques, physique, théologie et philosophie. Au niveau mathéma-
tique, il participe a la création de nouveaux domaines : les probabilités et la
géométrie projective. Pour aider son pére dans son travail de comptabilité,
il invente la premiére machine a calculer, la Pascaline, capable d’additionner
et soustraire. Il est le premier a expliciter un raisonnement par récurrence.
Son nom reste attaché au triangle de Pascal (connu des mathématiciens
perses et chinois plusieurs siécles auparavant). Par ses connaissances en
combinatoire, il donne un sens mathématique au hasard : c’est 'invention
des probabilités.

1.4. Le calcul différentiel

IsAAC NEWTON (1643-1727). Mathématicien, physicien, astronome et
théologien. Dans les Principia Mathematica (1687), dont la traduction fran-
caise est due & EMILIE DU CHATELET, il définit le concept de force (magni-
tude et direction). La somme de deux forces peut alors étre représentée par
la diagonale d’un parallélogramme. Reconnu comme le fondateur de la mé-
canique classique avec sa théorie de la gravitation universelle, en optique
il développe une théorie de la couleur. En mathématiques, il est considéré
comme 'un des inventeurs du calcul infinitésimal. Il passe aussi une grande
partie de son temps a étudier I'alchimie afin de transformer le plomb en or.
Son nom reste attaché a de nombreux théorémes : la méthode de Newton
(pour approcher le zéro d’une fonction), la formule du binéme de Newton
(a+b)" (avec un exposant r pouvant étre un nombre rationnel).

GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716). Philosophe, savant aux mul-
tiples facettes et conseiller politique allemand. Durant sa vie il échange plus
de 20000 lettres avec des savants de toute 'Europe. Avec NEWTON, il joue
un role majeur dans l'invention du calcul infinitésimal (limite, dérivée,...).
1l introduit les notations % pour la dérivée et f f pour lintégrale. Il étu-
die aussi en détail 'écriture binaire des entiers. Il s’intéresse aux fonctions
classiques (logarithme, exponentielle,...) et leur développement en série
entiére; il est le premier & étudier la fonction x — a*.

LEONHARD EULER (1707-1783). Savant suisse prolifique, il aborde I’en-
semble de branches des mathématiques (analyse, nombres complexes,
graphes, arithmétique...). Par son travail, il contribue a la compréhension
et a la diffusion du calcul infinitésimal au long du xviiie siécle. Il introduit
la notation f (x) pour une fonction, il popularise I'usage de la notation 7t
(pour 3.14...), le symbole % pour les sommes et i pour le nombre com-
plexe avec i = —1. Devenu aveugle, il continue quand méme de travailler.



La constante d’Euler y est la limite entre la série harmonique et le loga-
rithme : y = lim,, 4, 00 Dy % —In(n) =0.577...

AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857). Ftudiant brillant et scientifique
aux travaux abondants, il a vécu durant la période troublée d’apres la Ré-
volution francaise. Dans le cadre de son Cours d’Analyse de UEcole Polytech-
nique, il s’attache a donner une définition rigoureuse d’une suite et de sa
limite. Il est considéré comme ayant posé les bases de I'analyse moderne.
Son nom reste attaché a de nombreuses notions d’analyse : suite de Cau-
chy, régle de Cauchy pour les séries, théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les
équations différentielles, la formule intégrale de Cauchy en analyse com-
plexe.

1.5. La naissance de I’algébre moderne

EVARISTE GALOIS (1811-1832). Mathématicien francais mort trés jeune
dans un duel pour une obscure histoire romantico-politique. Une équation
polynomiale de degré 2 se résout « par radicaux », c’est-a-dire que les ra-
cines s'expriment en fonction des coefficients a I'aide d’expression faisant
intervenir des racines carrés. Il existe de telles formules pour les polyndémes
de degré 3 et degré 4. NIELS ABEL (1802-1829) prouve que de telles for-
mules n’existent pas pour un polynéme quelconque de degré 5. GALOIS
traite le cas d’'un degré quelconque. Il détermine exactement quels sont
les polynémes résolubles par radicaux en associant a chaque polynéme un
groupe de permutation de ses racines. Ses travaux ne sont ni compris, ni
reconnus de son vivant. Pourtant cette nouvelle notion de groupe sera a la
base des structures algébriques et des mathématiques modernes.

SOPHIE GERMAIN (1776-1831). Née a Paris, elle se forme seule aux ma-
thématiques a I'aide de livres. Elle converse par lettres avec LAGRANGE et
GAUSS sous le pseudonyme de M. Leblanc avant de révéler qu’elle est une
femme. Elle travaille sur les équations différentielles et 'arithmétique et en
particulier sur la recherche d’une preuve du grand théoréme de Fermat. Les
nombres premiers de Germain sont des entiers p tels que p et 2p + 1 soient
tous les deux des nombres premiers. La question de savoir s’il existe une
infinité de tels nombres est toujours ouverte.

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855). Scientifique allemand, surnommé
le « prince des mathématiques ». Enfant précoce, on raconte qu’a 7 ans,
répondant a un professeur, il avait été capable de calculer en quelques
secondes la somme 1+ 24 3 +--- 4 100. Il s'intéresse a I'astronomie et
au magnétisme, mais ses principaux travaux concernent I'algébre, la géo-
métrie, I'arithmétique et les probabilités (méthode des moindres carrés).
La distribution de Gauss correspond a une répartition sous la forme d’une
« courbe en cloche » donnée par I'équation x — exp(—x?) (laire sous la
courbe valant /77). Son nom est associé au théoréme de D’Alembert-Gauss,
dit théoréme fondamental de l'algébre : « Tout polynéme P a coefficients
complexes de degré n > 0, admet exactement n racines (comptées avec
multiplicités). »

ADA LOVELACE (1815-1852). Fille du poete anglais Lord Byron. En 1837,
CHARLES BABBAGE élabore les plans d'une machine mécanique qui serait
capable de faire des calculs assez généraux dont les instructions sont don-
nées a l'aide de cartes perforées (comme cela existait pour les métiers a
tisser et les orgues de Barbarie). Lovelace se fascine pour cette machine
et est la premiere personne a rendre public un algorithme, c’est-a-dire une
suite d’instructions permettant de résoudre un probléme, ici le calcul des
nombres de Bernoulli avec une boucle tant que. De plus elle est la premiere
a avoir compris qu'une telle machine a calculer, ancétre d’'un ordinateur,
pouvait avoir des applications trés générales au-dela du calcul numérique.

1.6. Les temps modernes

HENRI POINCARE (1854-1912). Né a Nancy, il aborde dans ses travaux
toutes les branches des mathématiques : géométrie, équations différen-
tielles, mécanique céleste (probléme des trois corps), il étudie aussi la théo-
rie de la relativité. C’est le fondateur de la topologie algébrique, il s’agit
d’étudier des ensembles (des variétés) a bijection continue prés (homéomor-
phisme). Pour de tels ensembles, il introduit un groupe, le groupe fondamen-
tal ;. En 1904 il formule la conjecture suivante : « Une variété compacte
de dimension 3 dont le groupe fondamental est trivial est homéomorphe
a la sphere de dimension 3. » Il faudra attendre PERELEMAN en 2003 pour
une démonstration de la conjecture de Poincaré.

DAVID HILBERT (1862-1943). Grand mathématicien allemand qui a mar-
qué l'entrée des mathématiques dans le xx¢ siecle. Il contribue a tous les
domaines : analyse, théorie des nombres, logique, et aussi a la physique. I
propose dans Les fondements de la géométrie, une nouvelle axiomatisation
qui place au premier plan les relations entre les objets géométriques (ap-
partenance, ordre, parallélisme, etc.) et non leur nature. En 1900 il énonce
23 problémes fondamentaux a résoudre pour le siécle qui s’annonce. Par

exemple, le 7¢ probléme, qui sera démontré en 1934, implique que v2
est un nombre transcendant (comme aussi 7 et e), c’est-a-dire qu'il n’est

la racine d’aucun polyndéme 2 coefficients entiers, en particulier v/2" "~ est
irrationnel.

EMMY NOETHER (1882-1935). Mathématicienne allemande, elle est I'une
des plus grandes algébristes de son époque a travers ses contributions a la
théorie des anneaux et des corps. En tant que femme elle a du mal a ob-
tenir un poste de professeur, il lui faudra I'aide de DAVID HILBERT et FELIX
KLEIN pour y parvenir. En 1933, comme d’autres savants juifs, elle est ex-
pulsée de son université et s'exile aux Etats-Unis. Les anneaux noethériens
sont nommés en son honneur.

SRINIVASA RAMANUJAN (1887-1920). Né en Inde, d’une santé fragile,
passionné des 'enfance par les mathématiques, il abandonne trés vite ses
études. A I'ge de 16 ans, il découvre un livre qui compile des milliers
de formules sans preuve. N'ayant pas de contact avec d’autres mathé-
maticiens, il suit ce modele et va remplir des carnets contenant prés de
4000 formules sans aucunes explications. Aprés avoir pris contact avec
des mathématiciens britanniques en 1913, son travail est enfin reconnu.
Ses formules concernent I'arithmétique, certaines étaient fausses, certaines
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déja connues, mais la plupart étaient inédites. Par exemple que e” est

trées proche d’un entier (a 10712 pres), ou bien T ~ %ﬂ (6 décimales

exactes de 7) ce qui correspond au premier terme de la formule exacte :
1_ &Zwo (4n)!(1103+26390n)

T 9801 Lin=0 (n!)439641

KATHERINE JOHNSON (1918-2020). Mathématicienne américaine, elle tra-
vaille a la NASA dans une équipe de « calculatrices humaines » qui analyse
et calcule les vols d’avions et les trajectoires des missions spatiales. En effet,
avant 'avénement des calculatrices et des ordinateurs, des équipes, souvent
composées de femmes, étaient chargées de faire les calculs a la main. Pour
le premier vol en orbite autour de la Terre en 1962, les trajectoires sont
calculées pour la premiere fois a 'aide d’un ordinateur, mais I'astronaute
John Glenn demande que les calculs soient vérifiés avant le vol personnel-
lement par Johnson. Les difficultés liées a son statut de femme noire dans
une Amérique ségrégationniste sont racontées dans le film Les figures de
Uombre. L'unité kilogirl, inventée a I'époque, signifiait 'équivalent de 1000
heures de calculs a la main.

1.7. De nos jours

ANDREW WILES (1€ en 1953). Mathématicien britannique devenu célébre
par sa preuve du grand théoreme de Fermat : « équation x" + y" = 2"
n’admet pas de solutions x, y,z entiéres si n = 3 » (pour n = 2 de telles
solutions existent, par exemple 22 + 32 = 52). Cet énoncé apparaissait
dans les travaux de FERMAT vers 1637 mais aucune démonstration n’était
connue. Durant des années, des centaines de mathématiciens profession-
nels ou amateurs proposent des preuves, qui se révelent toutes fausses!
Wiles travaille en secret plusieurs années avant de présenter sa preuve de
plus de cent pages en 1994. Sa persévérance se retrouve dans une de ses
citations : « Ce n’est pas parce que nous ne trouvons pas de solution qu’il
n’y en a pas. »

GRIGORI PERELEMAN (n€ en 1966). Brillant étudiant a Leningrad (aujour-
d’hui Saint Petersbourg, Russie), ses recherches portent sur la topologie et
la géométrie. En 2003 il prouve la conjecture de Poincaré que I'on peut for-
muler ainsi : « Tout ensemble de dimension 3 qui ressemble a une sphére
est en fait une spheére », probléme majeur resté insoluble depuis pres de
cent ans. Considéré comme 'un des plus grands mathématiciens actuels, il
se retire cependant de la vie mathématique : il n’a jamais publié officielle-
ment ses travauy, il a refusé un million de dollars pour avoir résolu I'un des
sept problémes du millinéaire et n’est pas venu chercher sa médaille Fields
attribuée en 2006 : « Tout le monde comprend que si la preuve est correcte,
aucune autre reconnaissance n’est nécessaire. »

TERENCE TAO (né€ en 1975). Né en Australie d’une famille originaire de
Hong-Kong, il fait ses études aux Etats-Unis. Génie trés précoce, il discute
des I’dge de 10 avec des mathématiciens comme PAUL ERDOS. Mathémati-
cien prolixe, il travaille tant6t seul, tant6t avec de nombreux collaborateurs
sur des problémes ardus (comme les équations de Navier-Stokes en méca-
nique des fluides) mais aussi sur des questions compréhensibles par tous.
11 recoit la médaille Fields en 2006. La conjecture de Goldbach affirme que
« Tout entier pair > 3 est la somme de deux nombres premiers » (toujours
non résolue). Tao a prouvé une forme plus faible « Tout entier impair est
la somme de cinq nombres premiers (ou moins) ». Il a aussi démontré que
la conjecture de Syracuse est « presque vraie » (en un certain sens probabi-
liste) : « Partant d’'un entier n > 0, si n est pair on le divise par 2, sinon on
le remplace par 3n+ 1. Est-ce qu’en itérant ce processus on atteint toujours
la valeur 1, quel que soit I'entier initial n ? ».

MARYAM MIRZAKHANI (1977-2017). Mathématicienne iranienne. Ses
contributions portent sur le comptage des géodésiques sur des surfaces.
Une géodésique est une courbe la plus courte reliant deux points. Dans le



plan ou 'espace, les géodésiques sont des morceaux de droites; c’est diffé- ficiles & déterminer. C’est la premiére femme a avoir recu la médaille Fields
rent pour d’autres surfaces, par exemple le chemin le plus court entre deux (2014). Elle a dit : «II faut dépenser de I'énergie et faire des efforts pour
points d’une sphére est un arc d’un « grand cercle », les géodésiques sur un voir la beauté des mathématiques. »

tore (une surface comme une chambre a air ou un doughnut) sont plus dif-



Premieére partie

Formules du lycée

2. Longueurs, aires, volumes

Périmetre (longueur) d’un cercle de rayon r

@

Aire d’'un rectangle de longueur L et largeur ¢

f

Aire d’'un disque de rayon r

= @

Aire d’un triangle de base b et de hauteur h

Aire d’'un trapéze de bases B et b, et de hauteur h

Aire d’un parallélogramme de base b et de hauteur h

I
I
bxh h
A:% /\
1
b

y 4

T

1
A= (B+g)><h / \h

1

1

Aire d’une sphere de rayon r

Volume d’un cylindre (ou d’'un prisme) de base d’aire A et de hauteur h

Volume d’un cone (ou d’une pyramide) de base d’aire A et de hauteur h

:
h

Volume d’une boule de rayon r




3. Trigonométrie au college

L ) Regle « SOH CAH TOA » :
. longueur du c6té opposé
sina = -
longueur de 'hypoténuse 0 a o
N sin = — cos = — tan = —
longueur du co6té adjacent h a
cosa =
longueur de 'hypoténuse
longueur du coté opposé « SOH CAH TOA » est un moyen mnémotechnique de se souvenir des for-
rana= longueur du c6té adjacent mules a l'aide des initiales « SOH » : le Sinus, cest le c6té Opposé sur
I'Hypoténuse. « CAH » : le Cosinus, c’est le coté Adjacent sur 'Hypoténuse.
«TOA » : 1a Tangente, c’est le co6té Opposé sur le coté Adjacent.
(2
o k] .
o <] sina
) g tana =
o cosa
a N
adjacent

sinfa+cos’a=1



4. Calculs algébriques

4.1. Identités remarquables

(a+b)? =a?+2ab + b?
(a—b)?> =da®—2ab + b?

(a—Db)(a+b)=a?—b?

4.2. Fractions

Une est % avec a, b des nombres réels. a est le , best
le . Ce dénominateur ne doit pas étre nul : b # 0.
a ¢ ac
Tt _=Z
b d bd
a + ¢ _a+tc
b b b
a + < _ ad + bc
b d~ bd
1 p—
I =a
a
a
p_a,d
Fi b C
a c
—=— & ad =bc
b d
a 0 ka a
Z=a g =
1 b kb b
4.3. Puissances
Pour x e Retn€N.
XT=X XXX XX
(S ——
n termes
convention : x° =1 xl=x X“=xXXx
Pour x # 0, on pose x ! = % Etx "= Xi,l
Pour n,a,b€Z:
X x xb — xa+b
()t =x"y"
(x )n Xn
y) oy
x4 — ,.a=b
x_b =X
(xa)b — xub
x@’ signifie x@)
Puissances de 10
10° 10 10® 10° 10* 10° 10° 10°
1 10 100 1000 10000 100000 wun million un milliard
kilo mega giga

10° 10! 102 1073 1074 107° 1077
1 0,1 0,01 0,001 0,0001 un millionitme un milliardieme
milli micro nano

Pour les puissances positives 'exposant n est le nombre de zéros du
nombre : par exemple 10000 = 10* car 10000 a 4 zéros.

Pour les puissances négatives 'exposant est n est aussi le nombre de zéros
du nombre, en comptant le zéro avant la virgule : par exemple 0,001 =
1073 car 0,001 a un total de 3 zéros (1 avant la virgule et 2 apres).

Puissances de 2

20 9l 92 93 94 95 96 o7 28 29 710
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

Carrés

22 32 42 52 e 72 8 92 102 112 122 13%2 142

152

4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196

4.4. Racine carrée

La d’un réel x > 0 est le réel /x = 0 tel que (ﬁ)z =x.
Pour x,y = 0.

JFT = VEST

\ oYX i soyso
Yy oy

x,y=20

Pour x > 0,
1 J/x
Jx o ox
L _ 2
Par exemple : A
Pour x =0,
(vx)' =x
x2=x
(Attention pour x <0, vx2=—x1)
Pourx=20,ne€Z:
(V) = v

Pour x,y 20:
y=vx &= y?=x

Attention! va + b n’est pas égal & y/a + Vb.

4.5. Inégalités

Définitions. a < b < b—a€[0,+o0[.a<b < b—ae€]0,+0[.
Addition. Sia< betk€Ralorsa+k<b+k.

Multiplication par un réel positif. Si a < b et k = 0 alors ka < kb.
Multiplication par un réel négatif. Attention! Si a < b et k < 0 alors
ka = kb. En particulier si a < b alors —a = —b. Par exemple 2 < 3 et
—22=2-3.

Inverse. Attention! Si 0 < a < b et alors % = %. Par exemple 2 < 3 et
i>1

Autre formule d’addition. Sia< betc<d alorsa+c<b+d.

Autre formule de multiplication. Si0 < a < b et 0 < ¢ <d alors ac < bd.
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5. Trigonométrie au lycée

5.1. Le cercle tri gonom étri que Nous avons les formules suivantes :

cos(—x) = cosx

sin(—x) = —sinx

On retrouve graphiquement ces formules a 'aide du dessin des
angles x et —x.
1l en est de méme pour les formules suivantes :

sinx
cob(7T + x) / J— cos(m + x) =—cosx
cosx sin(7t + x) = —sinx
sin(7 + x)
(7 —x) | sinx
T—x cos(m—x)=—cosx
cds(m—x) cosx sin(7t — x) = sinx

Voici le cercle trigonométrique (de rayon 1), le sens de lecture est 'inverse
du sens des aiguilles d'une montre. Les angles remarquables sont marqués
de 0 & 27 (en radian) et de 0° & 360°. Les coordonnées des points corres-
pondant a ces angles sont aussi indiquées.

T .
cos(E —Xx)=sinx

T
sm(E —X)=cosx

@,
=
=
9
£
=
(e}
[SEN ST

—_

- Mlplsp
EI Nl&ml»—*wlﬁ

&|._. ml»-mlaoxla

0 cos x 1 cos X 1
sinx 0
tan x 0

Valeurs que I'on retrouve bien sur le cercle trigonométrique.

Le point M a pour coordonnées (cosx,sinx). La droite (OM) coupe la
droite d’équation (x = 1) en T, l'ordonnée du point T est tan x.
Les formules de base :

cos?x +sin?x =1
cos(x +27) = cosx

sin(x + 27) = sinx

sinx

Cos X
dos(—x 5.2. Les fonctions sinus, cosinus, tangente

La fonction cosinus est périodique de période 27 et elle est paire (donc
symétrique par rapport a I'axe des ordonnées). La fonction sinus est aussi
sin(—x) périodique de période de 27 mais elle est impaire (donc symétrique par
rapport a l'origine).

-




Voici les dérivées :

cos’ x =—sinx
sin’ x = cos x
1

tan’x =1+ tan® x =
cos? x

y

5.3. Les formules d’addition

cos(a+ b) =cosa-cosb—sina -sinb

. 3 sin(a + b) =sina-cosb +sinb - cosa
Pour tout x nappartenant pas a {...,—%, Z 3% 5% }]a tangente est dé-
. 22202 tana +tanb
finie par ) tan(a+b) = ——
sinx 1—tana-tanb
tanx =
0S X
La fonction x — tanx est périodique de période 7 ; c’est une fonction im-
aire. e o
P On en déduit immédiatement :
| | y | |
: : : : cos(a—b)=cosa-cosb+sina-sinb
: : : : sin(a — b) =sina - cosb—sinb - cosa
| | | |
tana —tanb
! ! ! ! tan(a—b)= ——
: : : : 1+tana-tanb
| | | |
| | | |
| | +1 | |
| | | |
-7 I 0 I T I x Il est bon de connaitre par cceur les formules suivantes (faire a = b dans
] -z ¥ z T 37n T les formules d’addition) :
| | | |
I I -1 I I
: : : : cos2a =2cos’>a—1
: : : : =1-2sin’a
| | | |
I I I I =cos®a—sin’a
| | | |
! ! ! ! sin2a = 2sina - cosa
| | | |
! ! ! ! 2tana
| | | | tan2a = ——
1—tanZa



6. Dérivées

Fonction Dérivée
x" nx" 1 (nezm
1 _1
X X2
11
Vx 27
x“ ax®1 (aeR)
eX eX
1
Inx x
cos X —sinx
sinx Ccosx
tan x 1-&-tan2x:L2
Cos“ X

— Somme. |(u+v) =u' +v’

— Produit par un réel. | (ku) = ku’ onkeR

— Produit. | (uxv) =u'v+uv’

1
— Inverse. (—
u

)/ u
u2

— Quotient. (

v

u )’ u'v—uv’

Pour u une fonction qui dépend de x :

Fonction Dérivée
u™ /vl (nez)
1 _u
u w2
1
1/E 2 Ju
u® av'u®*l  (aeR)
et u'et
/
u
Inu i
cosu —u’ sinu
sinu u’ cosu
/ 2.y U
tanu u'(1+tan“u) =

cos2u




7. Suites

7.1. Suites arithmétiques

Soit ug un et a une , la (u,) est
définie par :

u, =an+uy
La formule de récurrence est :
Upy1 =U, +a

Ainsi la raison se calcule par a = u, 7 —u, pour n'importe quel n = 0. Par
exemple a = u; —uy.
Somme des n premiers entiers :

_ n(n+1)

1+2+3+---+n 5

10

7.2. Suites géométriques

Soit uy un et g une , la (u,) est
définie par :
Up =1Up-q

La formule de récurrence est :

Upt1 =g Uy

Unt
Un

Ainsi la raison se calcule par ¢ = L pour nimporte quel n = 0 (avec

u, # 0). Par exemple q = 5—(1).
Somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison q :
1— qn+1

1+q+@*++q"= T4



8. Fonctions

8.1. Fonction polynomiale

Soit P(x) = ax?+ bx + c avec a,b,c € R, a # 0. Soit le

Racines
— Si A > 0, I'équation P(x) = 0 a deux solutions réelles :
—-b—vA —b+ VA
X1 =—F7— =
2a 2a

— Si A =0, I'équation P(x) = 0 a une solution double :

—b

Y= %

— Si A <0, Iéquation P(x) = 0 n’a pas de solution réelle.
Factorisation

— SiA>0, P(x)=al(x—x7)(x—x5).

— SiA=0,P(x)=alx—xg)>
Signe

— SiA >0, P(x)estdusigne de a a l'extérieur des racines (c’est-a-dire

sur ] — 00, x;]U[xy,+00[).
— SiA=0o0uA <0, P(x) est du signe de a sur R.

8.2. Exponentielle

La fonction
e* pour exp x.

:exp : R —]0,+00[. Pour x € R on note aussi

y expx

S

0

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :
— exp(a + b) =exp(a) x exp(b)
— exp(nx) = (expx)"

11

— exp : R —]0,+00[ est une fonction continue, strictement crois-
sante,

— lim,_,_ooexpx =0,

— lim,_,, oo exp = +00,

— exp(l)=e=~2,718...

8.3. Logarithme

Le In:]0,+oco[— R.

Inx

— In(a x b) =Ilna+Inb (pour tout a,b > 0),

— ln(%) =—Ina,

— In(a™) =nlna, (pour tout n € N),

— In est une fonction continue, strictement croissante,
— In’(x) =1 pour tout x > 0,

— In(1)=0,In(e) =1,

— lim,_,, oo Inx =+o00,

— lim,_,o+ Inx = —o0.

Lien logarithme/exponentielle :

| exp(Inx) = x pour tout x >0 |

| In(exp x) = x pour tout x € R |

Pourx eRety>0:

| y =exp(x) & x=In(y) |




9. Droites et vecteurs

9.1. Géométrie

La entre A(xy, ya) et B(xp, ) estAB = /(xp — x2)% + (yp — ya)%.

Le M de [AB] a pour coordonnées (%, W).

9.2. Vecteurs

S_i)A(xA,yA) et B(xp, yg) sont deux points du plan, le de AaBest

AB = (xp — X, ¥ — Ya)-

La d’un vecteur vV = (x,y) est || V|| = v/x2 + y2.
Soient ¥ = (x,y) et Vv = (x’,y’) deux vecteurs et k € R.
Addition. W+ V = (x +x’,y +y').

Multiplication par un scalaire. k@ = (kx, ky).

Opposé. — = (—x,—y).

Produit scalaire. -V = xx’ +yy’.

- —

-V =)V |lcos O ot O est I'angle entre T et V.

71P=v-v
— —
u v

=l
<

Vecteurs orthogonaux. Deux vecteurs sont si
0.

Si ¥ = (a, b) alors 7 = (—b,a) est un vecteur orthogonal a4 V.
Vecteurs colinéaires. Deux vecteurs ¥ et ¥V sont (ou )
siil existe k € R tel que @ = kV (ou V = ku). @ = (a,b) et Vv = (c,d)
sont colinéaires si et seulement si ad — bc = 0.

On note det(, V) = “Cl Z' =ad—bcle

et

9.3. Droites

Equation cartésienne.
ax+by+c=0
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avec a, b et ¢ des nombres réels (et a et b non tous les deux nuls).
Vecteur directeur. V = (—b, a) est un vecteur directeur de la droite d’équa-
tionax+by+c=0

Vecteur normal. 7 = (a,b) est un vecteur normal a la droite d’équation
ax+by+c=0.

Equation réduite.

y=ax+b
avec a et b des nombres réels (et a non nul).
— aestla ou )
— bestl .
SiA(xa,ya) et B(xg, yg) sont deux points de la droite, alors a = i’g:ﬁ. On

trouve ensuite I'ordonnée a l'origine a 'aide de la relation y, = ax, + b.
Equation paramétrique.

X =Xxp+ta
y=yattp

avec A(x,, y4) un point de la droite et V = (a, ) un vecteur directeur de
la droite.

Droites paralléles. Deux droites sont paralléles si et seulement si leurs vec-
teurs directeurs sont colinéaires. Ainsi ax+by+c=0etax’+by’ +c' =0

. R . . —b\ (b
sont deux droites paralléles si et seulement si det(( a b o ) =0 Cest-
a-dire
ab’—a’b=0

Droites perpendiculaires. Deux droites sont perpendiculaires si et seule-
ment si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux. Ainsi ax + by +¢ =0
et ax’ + by’ + ¢/ = 0 sont deux droites perpendiculaires si et seulement si

aa’ +bb' =0.



Deuxiéme partie

Formules de L1 — Analyse

10. Les nombres réels

10.1. L’ensemble des nombres rationnels Q

L’ensemble des estQ= {% lpez,qe N*} .

Proposition. Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une écriture
décimale périodique ou finie.

Proposition. v2 n'est pas un nombre rationnel : | V2 ¢ Q

La démonstration classique par 'absurde est a connaitre !
On représente les nombres réels sur la « droite numérique » :

2., ¢

-3 -2 -1 0 1 2

DIy

V21,4142, m~3,14159265... e=~2,718...

La droite numérique « achevée » est : R = RU {—00, 00}

10.2. Propriétés de R

Proposition (addition et multiplication). (R, +, X) est un corps commuta-
tif. C’est-a-dire, pour a,b,c € Rona:

axb=bxa

1xa=asia#0
ab=1 (:)a:%
(@axb)xc=ax(bxc)

a+b=b+a
O+a=a

a+b=0 <= a=->b
(a+b)+c=a+(b+c)

ax(b+c)=axb+axc
axb=0 < (a=0o0ub=0)

Proposition (Ordre). La relation < sur R est une relation d’ordre, et de plus,
elle est totale. Nous avons donc :

— pour tout x €R, x < x (° ),

— pourtoutx,y €R,six<yety<xalorsx=y(: ),
— pourtout x,y,z€Rsix <yety<zgalors x <z ( ),

— pourtout x,y ER,onax<youy<x( ).

Proposition (Propriété d’Archimede). R est , Cest-a-dire :
Pour tout réel x, il existe un entier naturel n strictement plus grand que x.
Proposition. Soit x € R, il existe un unique entier relatif, la

notée E(x), tel que :

E(x)Sx<E(x)+1

y
Yy =E(x)
1
0 1 X
Pour un nombre réel x, on définit la de x par:
x six=0
|x| = .
—x six<O0
y
y=Ix|
1
0 1 X
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Proposition.
1. |x]|=0; |—x|=|x|; |x|>0< x#0
2. VxZ=|x|
3. Ixyl=lxllyl
4. lx + yI <l|x|+]yl
5. llxl = 1y1] < lx — 1

Sur la droite numérique, |x — y| représente la distance entre les réels x et
y ; en particulier |x| représente la distance entre les réels x et 0.

[x| [x =yl

A 4

Deplus |[x—a|<r < xela—r,a+r[.

10.3. Densité de Q dans R
Définition. Soit a un réel, V C R un sous-ensemble. On dit que V est un
de a s’il existe un intervalle ouvert I telquea€letI CV.
Théoréme.
1. Qest dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient
une infinité de rationnels.

2. R\Q est dense dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient
une infinité d’irrationnels.

10.4. Borne supérieure

Maximum, minimum
Définition. Soit A une partie non vide de R. Un réel a est un

(ou YdeAsi:

a€A et Vx€A x<a.

S’il existe, le plus grand élément est unique, on le note alors maxA.
Le de A, (ou ) noté minA, s’il existe est le réel
atelqueacAetVx €A x> a.
Le plus grand élément ou le plus petit élément n’existent pas toujours.
Définition. Soit A une partie non vide de R. Un réel M est un de
AsiVxe€eA x <M.

Un réel m est un deAsiVx €A x=m.

Si un majorant (resp. un minorant) de A existe on dit que A est
(resp. ).
Définition. Soit A une partie non vide de R et a un réel.
— aestla de A si a est un majorant de A et si c’est
le plus petit des majorants. S’il existe on le note supA.
— aestla de Asi a est un minorant de A et si c’est le
plus grand des minorants. S'il existe on le note infA.

Théoréme (R4). Toute partie de R non vide et majorée admet une borne
supérieure.

De la méme facon : Toute partie de R non vide et minorée admet une borne
inférieure.

Proposition (Caractérisation de la borne supérieure). Soit A une partie non
vide et majorée de R. La borne supérieure de A est l'unique réel supA tel que

(i) six €A, alors x < supA,
(ii) pour tout y < supA, il existe x € Atel que y < x.
Caractérisation tres utile de la borne supérieure.

Proposition. Soit A une partie non vide et majorée de R. La borne supérieure
de A est 'unique réel supA tel que

(i) supA est un majorant de A,

(i) il existe une suite (x,),ey d’éléments de A qui converge vers supA.



11. Les suites

11.1. Premieres définitions

Une est une application u : N — R. Pour n € N, on note u(n) par u,
et on I'appelle n-éme ou de la suite.
Soit (u,)pey Une suite.

— (Up)nen est si IMeR VneN u, <M.

— (Up)nen est si dmeR VneN u,=m.

— (Up)nen est si elle est majorée et minorée, ce qui revient a

dire: IMeR VneN |u,|<M.

— (Up)nen est si VneN u,q2u,.

— (Up)nen est si VneN uyq >u,.

— (Up)nen €St si VYneN u,y <u,.

— (Up)nen st si VneN u,4 <u,.

— (Up)nen est si elle est croissante ou décroissante.

Remarque.
— (Up)nen est croissante si et seulement si Yn €N w1 —u, = 0.
— Si (uy)nen avec u, > 0 est croissante si et seulement si Vn €
N >
Définition. = — La suite (u,),ey @ pour ¢ € Rsi: pour tout & > 0,
il existe un entier naturel N tel que si n > N alors |u, —{| < ¢ :

Ve>0 INeN VneN (n=2N = |u,— | <¢)

— La suite () nen si:
VA>0 INeN VneN (n=2N = u,=A)

— Une suite (u,),ey €St si elle admet une limite finie.
Elle est sinon (c’est-a-dire soit la suite tend vers 0o,
soit elle n’admet pas de limite).

Proposition. Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Proposition. lim,_,, o, = { < lim,, U, —¥¢) =0 <
lim,, 4 0o lu, — €] =0,
Proposition (Opérations sur les limites). Soient (u,)pey €t (Vp)nen deux
suites convergentes.
1. Silim, ;oo iy, =4, o { €R, alors pour A € Ron alim,_,, o Au, =
AL,
2. Silim,_, ooty =L et lim,_, o0 vy =, ot £,£’ €R, alors

n—lri-rknoo(u“+vn):€+€/ nLi-Ii—noo(un Xvn):€ x{

3. Silim, oo, =L ot £ € R* = R\ {0} alors u, # O pour n assez
grand et lim,,_,, o % = %
Proposition (Opérations sur les limites infinies). Soient (u,)nen €t (Vi)nen
deux suites telles que lim,,_, oo v, = +00.
: 1
lim, 400 =
2. Si (up)ney est minorée alors lim,_, oo (u, +v,) = +00.

3. Si (up)pey est minorée par un nombre A >
lim, 4 00 (U, X v,;) = +00.

0 alors

4. Silim,_,, oo u, = O0etu, > 0pour nassez grand alors lim,_, , oo % =
+00.
Proposition.

1. Soient (u,)nen et (Vy)nen deux suites convergentes telles que : VYn €N,
u, < v, Alors
lim u, < lim v,
n—+0o n—+0o
2. Soient (u,)pen et (Vy)nen deux suites telles que lim,,_, ; oo U, = +00
et Yn €N, v, 2 u,. Alors lim,_,, o, v, = +00.
3. Théoréme des « gendarmes » : si (U )nen, (Vn)nen €t (Wy)nen Sont trois
suites telles que
VneN u,<v,<w,
etlim,_, oo U, =€ =1im,_,, oo Wy, alors la suite (vy,),cy est conver-
gente et lim,,_,, oo v, = L.

11.2. Exemples remarquables
Suite géométrique
Proposition (Suite géométrique). On fixe un réel a. Soit (u,) ey la suite de
terme général : u, = a".
1. Sia=1,onapourtoutneN:u, =1
2. Sia>1, alors lim,_,, oo u, = +00.
3. Si—1<a<1,alorslim,_, o u, =0.
4. Sia < -1, la suite (uy) ey diverge.
Série géométrique
Proposition (Série géométrique). Soit a un réel, a # 1. En notant
Sioaf=1+a+a*+---+a" ona:
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X 1— an+1

1—a

il
o

Sia e ]—1,1[ et (u,)nen est la suite de terme général : u, = ZZ=O a,
alors lim,,_,, oo U, = ﬁ Ces formules sont aussi valables si a € C\ {1}. Si
a=1alorsl+a+a’+--+a"=n+1.

Théoréme. Soit (u,) ey une suite de réels non nuls. On suppose qu'’il existe
un réel £ tel que pour tout entier naturel n (ou seulement a partir d’un certain

rang) on ait : u:'l—:l < < 1. Alors lim,,_, ;oo U, =0.

Corollaire. Soit (u,),ey une suite de réels non nuls.

5 14 uﬂ+1
Silim, 00 e

=0, alors lim, _,, co u, =0.

Exemple. Soit a € R. Alors lim,,_,, oo ‘,11—',1 =0.

11.3. Théorémes de convergence

Proposition. Toute suite convergente est bornée.

Théoréme.

Toute suite croissante et majorée est convergente.

Remarque. Et aussi :
— Toute suite décroissante et minorée est convergente.
— Une suite croissante et qui n’est pas majorée tend vers +00.
— Une suite décroissante et qui n’est pas minorée tend vers —oo.

Définition. Les suites (i,),en €t (Vy)nen sont dites si
1. (up)nen est croissante et (v,),ey est décroissante,
2. pour toutn=0,onau, <V,
3. lim,_ 400 (vy —u,) =0.

Théoréme.

Si les suites (U )nen €t (Vi)nen Sont adjacentes,
elles convergent vers la méme limite.

Les termes de la suite sont ordonnés ainsi :
UgSUp SUy S SU, Seeveee Sy, <

Définition. Soit (u,),ey une suite. Une ou de
(tn)nen est une suite de la forme (ug(n))nen, Ot ¢ : N — N est une ap-
plication strictement croissante.

Proposition. Soit (u,),en une suite. Si lim,,_, ;o u, = £, alors pour toute
suite extraite (Ugp(n))nen ON @ iMoo Ug(n) = {-

Corollaire. Soit (u,) ey une suite. Si elle admet une sous-suite divergente,
ou bien si elle admet deux sous-suites convergeant vers des limites distinctes,
alors elle diverge.

Exemple. La suite de terme u, = (—1)" diverge.

Théoréme (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée admet
une sous-suite convergente.

11.4. Suites récurrentes

Soit f : R — R une fonction. Une est:

upeR et uyy =f(u,) pourn=0.

Proposition. Si f est une fonction continue et la suite récurrente (u,)
converge vers {, alors { est une solution de Uéquation :

Proposition (Cas d’une fonction croissante). Soit f : [a,b] — [a, b] une
fonction continue et croissante, alors quel que soit ug € [a, b], la suite récur-

rente (u,) est monotone et converge vers £ € [a, b] vérifiant | f(£) = ¢ |

Pour appliquer cette proposition, il faut vérifier que f([a, b]) C [a, b].
Proposition (Cas d’une fonction décroissante). Soit f : [a,b] — [a, b] une
fonction continue et décroissante. Soit uy € [a, b] et la suite récurrente (u,,)
définie par u,,1 = f (u,). Alors :
— La sous-suite (uy,) converge vers une limite £ vérifiant f o f(£) = L.
— La sous-suite (ugp4) converge vers une limite {’ vérifiant f o f({’) =
0.



12. Limites et fonctions continues

12.1. Notions de fonction

Une est une application f : U — R, ou U est une partie de R
appelé .
Le d’'une fonction f : U — R est la partie Ty de R? définie par

Iy ={(x,f(x)) | x e U}.

f(x)

— foest sur U si € x € x)<M;
Usi IM R VY Uf(x)SM
— fest surUsi dmeR VxeU f(x)=m;
— foest sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-
Usi 5 1a foi L L U e

a-diresi AIM eRVx e U |f(x)| <M.
Voici le graphe d’une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).

— foest surUsi|Vx,y€U x<yzf(x)<f(y)|

— f est si Vx,yeU x<y = f(x)<
o

— fest si Vx,yelU x<y = f(x)=f(y)

— f est si Vx,yeU x<y = f(x)>
f)

— fest sur U si f est croissante ou décroissante sur U.

Un exemple de fonction croissante (et méme strictement croissante) :

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I symétrique par rap-

port a 0.
— fest si Vxel f(—x)=f(x),
— fest si Vxel f(—x)=—f(x).

— f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport
a I'axe des ordonnées (figure de gauche).
— f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rap-
port a lorigine (figure de droite).
y y

\N/ ' \.4 '
Exemple. La fonction définie sur R par x — x2" (n € N) est paire. La fonc-
tion définie sur R par x — x2+1 (n e N) est impaire.

Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction f est
de période T si Vx € R f(x+T) = f(x).

Exemples. Les fonctions sinus et cosinus sont 27t-périodiques. La fonction
tangente est nt-périodique.
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12.2. Limites

Limite en un point
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit xy € R un
point de I ou une extrémité de I.

Définition. Soit £ € R. On dit que si

Ve>0 35>0 Vxel |x—xo/<d = |f(x)—{L|<e

-

— Linégalité |x — xg| < 6 équivaut a x € Jxy — 6, xg + &[. L'inégalité
[f(x)—£| <eéquivauta f(x) e}l —¢,L +¢[.
— Lordre des quantificateurs est important, on ne peut pas échanger
le Ve avec le 36.
Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a, xo[ U ]xg, b[.
Définition. On dit que si
VA>0 36>0 Vxel |[x—xp|<6 = f(x)>A

Limite en I'infini
Soit f : I — R définie sur un intervalle de la forme I = Ja,+oo[.

Définition.
— Soit £ € R. On dit que si
Ve>0 3IB>0 Vxel x>B = |[f(x)—{|<¢
— On dit que si
VA>0 3IB>0 Vxel x>B = f(x)>A
Proposition.

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

Soient deux fonctions f et g et xy € R ou xg = £00.
Proposition. Si limf ={€R et limg = 0/ €R, alors :
0 0
— lim(A- f)=A-L pour tout A €R
X0
— lim(f+g)=(+{
X0
— lim(f xg)=€x{
X0
1 1
— sif #0, alors lim — = —
7 x f L
1
De plus, silim f =400 (ou —00) alors lim — = 0.
Xo xo f
Proposition. Si lim f = ¢ et lilgng ={’, alors limgof = 0.
0 0
. A ez o 0 e} 0
Formes indéterminées : +00 — 00 ; 0 X 00 ; ;; 6; 17°; oo®.
Proposition.
— Sif<getsilimf =(€Retlimg=4'€R, alors { <{’.
X0 X0
— Sif <getsilimf =409, alors limg = +00.
X0 X0

— Théoréme des gendarmes

Sif <g<hetsilimf =limh={€eR, alors g a une limite en x, et
X0 X0

l}(ron g=L

h
lim, f =lim, g=1lim, h g

1

1
! f

1

1

/‘ Xo



12.3. Continuité en un point

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.
— fest si

Ve>0 36>0 Vxel |x—xol<6 = |f(x)—f(xp)l<e

C’est-a-dire si f admet une limite en x; (cette limite vaut alors né-
cessairement f (xg)).

— fest si f est continue en tout point de I.

Proposition. Soient f, g : I — R continues en un point x, € I. Alors
— A f est continue en xq (pour tout A € R),
— f + g est continue en x,
— f x g est continue en x,
— si f(xq) # 0, alors % est continue en x.

Proposition. Soient f : I > Ret g:J — Ravec f(I)CJ. Si f est continue
en un point xo € I et si g est continue en f(xg), alors g o f est continue en
Xo-
Prolongement par continuité
Soit I un intervalle, xo un point de I et f : I \ {xo} — R une fonction.

— Onditque f est en x, si f admet une

limite finie en x(. Notons alors £ = l)i(m f.
0

— On définit alors la fonction f : I — R en posant pour tout x € I

Foo= {f(x) si x # xg

14 six = xq.

Alors f est continue en x, et on I'appelle le
de f en xg.

Suites et continuité

Proposition. Soit f : I — R une fonction et xo un point de I. Alors :

pour toute suite (u,) qui converge vers x,

i — .
f est continue en xo la suite (f (u,)) converge vers f(xg)

En particulier : si f est continue sur I et si (u,) est une suite convergente
de limite ¢, alors (f (u,)) converge vers f(£). On l'utilise pour 'étude des
suites récurrentes u,,,; = f (u,) : si f est continue et u,, — £, alors f ({) = {.

12.4. Continuité sur un intervalle

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : [a,b] — R une
fonction continue sur un segment.

Pour tout réel y compris entre f (a) et f(b),
il existe c € [a, b] tel que f(c)=y.

Corollaire. Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur un segment.

Si f(a)- f(b) <O, alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que f(c) =0.

fB)>0|----------

fla)<0 |-k
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Exemple. Tout polynome de degré impair a au moins une racine réelle.

Corollaire.

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I. Alors f (I) est un
intervalle.

Attention ! Il serait faux de croire que 'image par une fonction f de l'inter-
valle [a, b] soit I'intervalle [f (a), f (b)].

Théoreme (Fonctions continues sur un segment). Soit f : [a,b] — R une
fonction continue sur un segment. Alors il existe deux réels m et M tels que
f([a,b]) = [m,M]. Autrement dit, l'image d’un segment par une fonction
continue est un segment.

y
M

Si f est continue sur [a, b] alors f est bornée sur [a, b], et elle atteint ses
bornes.

12.5. Fonctions monotones et bijections

Soit f : E — F une fonction, ol E et F sont des parties de R.

— foest siVx,x' €E f(x)=f(x) = x=x';
— foest siVyeF Ix€E y=f(x);
— f est si f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si

VyeF 3lxe€E y=f(x).
Graphe d’une fonction injective (a gauche), surjective (a droite).

y y

Proposition. Si f : E — F est une fonction bijective alors il existe une unique
application g : F — E telle que g o f = idy et f o g = idg. La fonction g est
la de f et se note f~1.

— On rappelle que I , idg : E — E est définie par x — x.

— gof =idg se reformule ainsi : Vx € E g(f(x)) =Xx.

— Alors que f o g =idy sécrit: Vy € F f(g(y)) =y.

— Dans un repére orthonormé les graphes des fonctions f et f 1 sont

symétriques par rapport a la droite (y = x).

Théoreme (Théoreme de la bijection). Soit f : I — R une fonction définie
sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors

1. f établit une bijection de Uintervalle I dans Uintervalle image J = f (I),

2. la fonction réciproque f~ : J — I est continue et strictement mono-
tone sur J et elle a le méme sens de variation que f.

y

J=f()




13. Fonctions usuelles

13.1. Logarithme et exponentielle

In :]0,+oc0[— R.
In(a x b) =Ina +Inb (pour tout a,b > 0),

Logarithme Le
Proposition. 1.

2. ln(%) =—Inaq,

3. In(a") =nlna, (pour tout n € N)

4. In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bi-

jection de 10, +oo[ sur R,

5 In'(x)= % pour tout x > 0,

6. In(1)=0, In(e) =1,

7. limy_, 0o BX =0,

In(14x) _
- =1L

9. la fonction In est concave et Inx < x — 1 (pour tout x > 0).

8. lim,_,q

y

Inx

(=}

log,(x) = f‘g; De sorte que log,(a) = 1.

log;o qui vérifie

— Le
— Pour a = 10 on obtient le
log;(10) =1 (et donc log,((10™) = n).

x=10" & y =log;y(x)

— En informatique intervient le logarithme en base 2 : log,(2") = n.
Exponentielle
La fonction , notée exp : R —]0,+00[ est la bijection réci-
proque de In :]0,+00[— R. Pour x € R on note aussi e* pour exp x.

y expx

0

Proposition. La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :
1. exp(a+ b) =-exp(a) x exp(b)
2. exp(nx) = (expx)"
3. exp : R —]0,+00[ est une fonction continue, strictement croissante
vérifiant lim, _, o, expx =0et lim,_,, o, exp = +00.

4. exp(l)=e=~2,718...

. expx
im0 =

=+00,

6. La fonction exponentielle est dérivable et exp’ x = expx, pour tout
Xx €R. Elle est convexe et expx = 1+ x.

Lien logarithme/exponentielle :

| exp(Inx) = x pour tout x >0 | et| In(exp x) = x pour tout x € R
Pourx eRety>0:

| y=exp(x) &< x=In(y)

Puissance
Par définition, pour a >0 et b € R,
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ab = exp(blna)

Remarque.

— Ya=az = exp(%lna)

— Ya=an =exp(%lna) (la de a)

— Les fonctions x — a* s’appellent aussi des fonctions exponen-
tielles et se ramenent systématiquement a la fonction exponentielle
classique par I'égalité a* = exp(xIna). Il ne faut surtout pas les
confondre avec les fonctions puissances x — x%.

= Nl

Soit x,y >0eta,beR.

(Xy)a — xaya (Xa)b — xab

xa

In(x*)=alnx

13.2. Fonctions circulaires inverses

Arccosinus
La restriction cos| : [0,7] — [—1,1] est une bijection. Sa bijection réci-
proque est la fonction :

arccos: [—1,1] — [0, 7]

Vxe[-1,1]
Vx €[0, ]

cos ( arccos(x)) =x
arccos ( cos(x)) =x

Si xe[0,n] cos(x) =y <= x =arccosy
arccos’(x) = ! Vxel-1,1[
Vv1—x2 ’
Arcsinus
La restriction sin, : —%,+%]— [—1,1] est une bijection. Sa bijection ré-

ciproque est la fonction :

aresin : [—1,1] = [—5,+7]




sin ( arcsin(x)) =x
arcsin ( sin(x)) =x

| Si xe[-%,+%]

sin(x) =y <= x =arcsiny

arcsin’(x) =

1
V1—x2

Vxe]-1,1[

Arctangente

La restriction tan, :]— %, + 7[— R est une bijection. Sa bijection réciproque

est la fonction

arctan: R —=]—Z,+%[

Y tan x
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
I -7 | | TT | X
T T T T
| - % | % | 377[ |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
y
o
2
,,,,,,,,,,,,,,,,, oo
arctan x
0 X
,,,,,,,,,,,,,,,,, o oo -
_r
2
tan ( arctan(x)) VxeR

=x
arctan (tan(x)) =x

Vxel-Z,+%[

| si xel-5.+30

tan(x) =y & x =arctany

arctan’(x) =

1

1+ x2

VxeR

18

13.3. Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Pour x € R, le est :

eX+e ™
2

chx =

La restriction ch, : [0,+00[— [1, +00[ est une bijection. Sa bijection réci-
proque est Argch : [1,+00[— [0, +oo[.

Y chx
shx
1
0 1 X
y
Argshx
Argchx
1
0 1 x
Pour x € R, le est:
X _ X
shx =
2

sh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante
vérifiant lim, , o, shx = —o0 et lim,_,,, shx = +00, c’est donc une
bijection. Sa bijection réciproque est Argsh: R — R.

Proposition.

ch?x —sh®’x =1

ch/ x =shx, sh’x =chx

Argsh : R — R est strictement croissante et continue.

— Argsh est dérivable et Argsh’ x = ‘/ﬁ
— Argshx = ln(x +Vx2+ 1)
Par définition la est :
shx
thx = —
x chx

La fonction th : R —»]—1, 1[ est une bijection, on note Argth: ]—1,1[— R
sa bijection réciproque.



14. Dérivée d’une fonction

14.1. Définition

Dérivée en un point
Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit xy € I. f

est si la limite suivante existe :
x)— f(x
) = tim LI G0)
X—?XO X—xo

Proposition. Si f est dérivable en x alors f est continue en x.

La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est conti-
nue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

Tangente Une équation de la au point (xg, f (xg)) est :

¥ = (x —x0)f"(x0) + f (o)

14.2. Calculs des dérivées

| (u+v)Y =u+v (M) =’ uxv)Y =uv+u/’

(1)’ u’ (u)’ u'v—uv’
u u? v y2

Dérivée de fonctions usuelles

Fonction Dérivée Fonction Dérivée
x ™l (nez) u™ n/u™l (nez)
1 _1 1 _u
X x2 u u2
1.1 14
VX 27% Ju 2a
x¢ ax®! (aeR) u® av'u®*l  (aeR)
e* eX et u’et
1 u
Inx H Inu T
cos X —sinx cosu —u’ sinu
sinx cos X sinu u’ cosu
/
tan x 1+tan®x = —3— tanu u'(1+tan?u) = 2~
COs“ X cos“u
Composition

(gof) () =g'(f(x)-f'(x)

Corollaire. Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective
dont on note f~! : J — I la bijection réciproque. Si f' ne s’annule pas sur I
alors f~1 est dérivable et on a pour tout x € J :

1

1V -1
U= 5w

Il peut étre plus simple de retrouver la formule a chaque fois en dérivant
légalité f (g(x)) = x olt g = f ! est la bijection réciproque de f.

Théoréme (Formule de Leibniz).
n
Lo\ Y\ (n—k) . (k)
(r-8)" =5 (7) 5 g,
k=0

Pour n = 1 on retrouve (f - g) = f'g+ fg’.Pourn=2,0ona(f-g)’ =
f//g +2f/g/ +fg//.
14.3. Extremum local, théoréme de Rolle

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.
— On dit que x, est un de f si f'(xp) =0.
— On dit que f admet un (resp. un
) ¢'il existe un intervalle ouvert J contenant x, tel que

pourtoutx € INJ f(x) < f(xg)

(resp. f(x) = f(xo))-
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— On dit que f admet un si f admet un maxi-

mum local ou un minimum local en ce point.

Théoreéme. Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction dérivable. Si
f admet un maximum local (ou un minimum local) en xg alors f'(xq) = 0.

En d’autres termes, un maximum local (ou un minimum local) x, est tou-
jours un point critique. Géométriquement, au point (xo, f (x()) la tangente
au graphe est horizontale.
La réciproque du théoréme est fausse. Par exemple la fonction f : R — R,
définie par f (x) = x vérifie f/(0) = 0 mais x, = 0 n’est ni maximum local
ni un minimum local.
Théoréme (Théoréme de Rolle). Soit f : [a,b] — R telle que

— f est continue sur [a, b],

— f est dérivable sur la, b,

— fl@)=f(b).
Alors il existe ¢ € Ja, b[ tel que f'(c) = 0.

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou
la tangente est horizontale.

14.4. Théoreme des accroissements finis

Théoreme (Théoréme des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R une
fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Il existe ¢ € ]a, b[ tel que

f®)=f(@=f'(c)(b—a)

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou
la tangente est parallele a la droite (AB) ou A= (a, f (a)) et B = (b, f (b)).

Corollaire. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable

sur ]a, b[.

1. Vx€la,b[ f'(x)=0 <= f estcroissante;

2. Vx€la,bl f'(x)<0 < f estdécroissante;

3. Vx€la,b[ f'(x)=0 <= f estconstante;

4. Vx€la,b[ f'(x)>0 = f est strictement croissante;
5. Vx€la,b[ f'(x)<0 => f eststrictement décroissante.

La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse. Par exemple la fonc-
tion x — x° est strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule en
0.

Corollaire (Inégalité des accroissements finis). Soit f : I — R une fonction
dérivable sur un intervalle I ouvert. S’il existe une constante M telle que pour
tout x €1, f/(x)| < M alors

| vxyer  [f@-s)|<Mix—y |

Soit f(x) = sin(x).
Comme f’(x) = cosx alors |f’(x)| < 1 pour tout x € R. Linégalité des ac-
croissements finis s’écrit alors |sinx —sin y| < |x —y|. On conclut en fixant
y=0.

Exemple : | |sinx| < |x|| pour tout x € R. Preuve :

Corollaire (Régle de I'Hospital). Soient f,g : I — R deux fonctions déri-
vables et soit xq € I. On suppose que

— fxo) =g(x0) =0,

— Vxel\{xo} g'(x)#0.

f/(x)

x2%0 g/(x)

Si ={ (€R) alors lim —/—= ={(.
x=x g(x)




15. Intégrales

15.1. Lintégrale de Riemann

Fonction en escalier

Une fonction f : [a,b] — R est une

division (xg,xq,...,X,) et des nombres réels c;,..
ie{l,...,n}onait Vx € Ix;_1,x;[ f(x)=¢.
Autrement dit f est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles
de la subdivision.

Lintégrale d’une fonction en escalier est :

b n
f FO)dx = cix; —xi-1)
a i=1

¢7

s'il existe une sub-
., ¢, tels que pour tout

€1

Ce

c3 —

Chaque terme c;(x; —x;_;) est l'aire algébrique du rectangle compris entre
les abscisses x;_; et x; et de hauteur c;.

Fonction intégrable

Notation : f < g signifie f(x) < g(x) pour tout x € [a, b].

Soit f : [a, b] — R bornée. On définit :

b
I (f) :sup{f ¢(x) dx | ¢ en escalier et ¢ <f}

b
I"(f) :inf{J ¢(x) dx | ¢ en escalier et ¢ >f}

S
\%
g

y=f(x)

Onal (f)<I*(f).
Une fonction bornée f : [a,b] — R est dite (

) siI=(f)=1I%(f). On note alors ce nombre fabf(x) dx.
Théoréme. Si f : [a, b] — R est continue alors f est intégrable.

Et aussi :
— Si f :[a,b] — R est continue par morceaux alors f est intégrable.
— Si f :[a,b] — R est monotone alors f est intégrable.

15.2. Propriétés

Les fonctions sont supposées intégrables.

a a b
J f(x)dx=0 etpoura<b J f(x)dxz—J f(x)dx.
a b a

Relation de Chasles
Pour a, b, c quelconques :

b c b
Jf(x)dxzj f(x)dx+f f(x)dx

Positivité de l'intégrale

Proposition.

L'intégrale d’une fonction positive est positive :
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b
Si f>=0 alors ff(x)dx?O
a

Variante :

b b
Sif<g alors J f(x)dx QJ g(x)dx
Linéarité de l'intégrale ¢ ¢
Pour tous réels A, u
b

b b
j (Af () + pg(x)) dx = 2 f f(X)dX+uj g(x) dx

b
j f(x)dx

b
<f |f o) dx

15.3. Primitive

Définition. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle. F : I - R
est une de f si F est une fonction dérivable sur I vérifiant
F’(x) = f(x) pour tout x € I.

Trouver une primitive est donc I'opération inverse de calculer la fonction
dérivée. Trouver une primitive permet de les trouver toutes.

Proposition. Si F : I — R est une primitive de f, alors toute primitive de f
sécrit G=F+couceR.

Primitives des fonctions usuelles

fexdxzex+c sur R

fcosxdxzsinx+c sur R
fsinxdxz—cosx+c sur R
n+1
fx“dxz’:lJr1 +c (neN) surR

fx“dx=%+c (a eR\ {—1}) sur ]0,+o00[
1

f;dx:1n|x|+c sur ]0,+0o[ ou ]—00,0[

fshxdxzchx+c,fchxdxzshx+c sur R

f % =arctanx +c¢ surR

dx _ [ arcsinx+c _
f‘/m_{ F —arccosx + ¢ sur ] - 1,11
f dx | Argshx+c sur R

Vaze1 | In(x+vVxZ+1)+c

Argchx +¢
dx _ 3
va2—1_{ In(x+vx2=1)+c sur J1, +oo[

Relation primitive-intégrale
Théoréme. Soit f : [a, b] — R une fonction continue. La fonction F : I - R
définie par

F(x):j f(t)dt

est une primitive de f, c’est-a-dire F est dérivable et F'(x) = f (x).
Par conséquent pour une primitive F quelconque de f :

b
J f(&)dt =F(b)—F(a)

Notation. [F(x)]i = F(b)—F(a). Sil'on omet les bornes alors [F] désigne
la fonction F + ¢ ol ¢ est une constante quelconque.
Remarques :
1. F(x)= f; f(t) dt est méme 'unique primitive de f qui s’annule
ena.
2. En particulier si F est une fonction de classe ¢! alors

[PF(6)de=F(b)—F(a) |

Sommes de Riemann

Théoreme. Soit f : [a, b] — R une fonction intégrable, alors



15.4. Intégration par parties - Changement de variable

Intégration par parties

Théoréme. Soient u et v deux fonctions de classe €' sur un intervalle [a, b].

b b
f u(x)v/(x)dx = |:uv:|iJ —f u' () v(x)dx

Pour les primitives :

J u(x ' (x) dx = [uv] —j u'(x)v(x) dx

Changement de variable

Théoreme. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ¢ : J — I une
bijection de classe €. Pour tout a,b € J

@(b) b
f flx)dx = J fle®) ¢’ dt

v(a)

Si F est une primitive de f alors F o ¢ est une primitive de (f o Lp) .

Méthodologie.
— Trouver le bon changement de variable u = ¢(x).
— Effectuer le changement de I'élément différentiel du = ¢’(x) dx.
— Effectuer le changement de bornes : comme x variede... a... alors
uvariede...a...
— Appliquer la formule de changement de variable.

1/2 X dx

Exemple. Calcul de |, R

Soit le changement de variable u = ¢(x) = 1—x2. Alors du = ¢’(x) dx =
—2x dx.Pour x =0onau=@(0)=1etpour x =5 onauzap(%): %.
Comme ¢’(x) = —2x, ¢ est une bijection de [0, %] sur [1, %]. Alors

1/2 3/4 —d 3/4
f _xdx - _ f T“:_lf 32 4y
o (1—x2)3/2 ;w3 2 ),
1 1 2
= [P —— 1=
2 ! 3 V3

15.5. Intégration des fractions rationnelles

Trois situations de base

On souhaite intégrer f(x) = —2*f

ax2+bx+c

Premier cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ posséde deux racines réelles
distinctes x1, x5 € R.

Ecrire f(x) = axp =4, B
Alors

o)) = wx T xox; avec A,B € R a déterminer.

jf(x) dx =Aln|x —x;|+Bln|x —x,|+c¢
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sur chacun des intervalles ] — 00, x1[, Jxq, x5[, Jxg, +00[ (si x7 < x3).
Deuxiéme cas. Le dénominateur ax? 4+ bx + ¢ posséde une racine double
xg €ER.

Alors f(x) = a(‘f:r(f)z = (X—?(o)z + Xf;x() avec A,B € R a déterminer.
Alors
A
flx)dx=— +Bln|x—xo|+¢
X —Xp

sur chacun des intervalles ] — 00, x[, Jxg, +00[.
Troisieme cas. Le dénominateur u = ax?+ bx +c ne posséde pas de racine
réelle.
i
. . . u ) as «
1. Faire apparaitre une fraction du type % (que I'on sait intégrer en
In|ul).
. 1 . .
2. Tlreste une partie du type ; qui par un changement de variable se

ramene a une expression ﬁ dont une primitive est arctanv.

Intégration des éléments simples
Une fraction rationnelle % s’écrit comme somme d’un polynéme E(x) €
R[x] (la partie entiére) et d’éléments simples d’'une des formes suivantes :

Y ax+f

—_— — "~ avecb?—4ac<0
(x —xg)k (ax2 + bx +c)k v “

1. On sait intégrer le polynéme E(x).

2. Intégration de 'élément simple m

(a) Sikzlalorsfgfl;;=Yln|x—Xo|+Co-

. d =
(b) Si k = 2 alors f (xtxz)k = yf(x — Xg) kK dx = #(x —
Xo )_k+1 + Co-
3. Intégration de I'élément simple %. On écrit cette fraction

sous la forme

ax+f _ 2ax+b 1
(ax2+ bx +c)k _Y(ax2+bx+c)’< (ax2+ bx +c)k

2ax+b dx = f u'(x) dx = lnlu(x)|+C0 =

(a) Sik=1,calculde [ Z2tE_ 6

Injax? + bx +c| +¢q.
. 2ax+b ,
() sik = ((1)(23—);7;+c)7< dx = f;‘()((’;g dx =

fﬂu(x)_’“r1 +cp= fﬂ(ax2 +bx +c)* 1 4 ¢,

(¢) Sik =1, calcul de f m dx. Par un changement de va-
riable u = px + q on se ramene a calculer une primitive du type

u
f 241 = arctanu +co.

(d) Sik = 2, calcul de fm dx. On effectue le change-

ment de variable u = px + q pour se ramener au calcul de
— du P . .
I = f @ Une intégration par parties permet de passer

2, calcul de

de Ik a kal'

Intégration des fonctions trigonométriques
Les regles de Bioche. On note w(x) = f(x) dx. On a alors w(—x)
f(=x) d(—x) = —f(—x) dx et w(n —x) = f(r —x) d(w — x)
—f(m—x)dx.

— Si w(—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable

U= CoSX.

— Si w(m —x) = w(x) alors on effectue le changement de variable
u=sinx.

— Si w(m+ x) = w(x) alors on effectue le changement de variable
u=tanx.

Le changement de variable t = tan 3.
Les formules de la « tangente de I'arc moitié » permettent d’exprimer sinus,
cosinus et tangente en fonction de tan 3.

X
Avec t=tan— ona
1—1t? . ot 2t
cosx = —— X = tanx = ——
1+t2 1+t2 1—1t2
2dt
et dx = ——.
1+ t2




16. Développements limités

16.1. Formules de Taylor

Les trois formules de Taylor s’écrivent sous la forme f(x) = T,(x) +R,(x)
ou T,(x) est toujours le méme polynéme de Taylor :

f"(@)
2!

C’est 'expression du reste R,,(x) qui change :
Taylor-Young (la plus utile), f de classe €™ :

Ry(x) = (x—a)"e(x)

(n)
00 = f(@) + F(@x—a)+ oD —a) + -+ fn—'(a)(x—a)".

avec ¢(x) — 0
X—a

Taylor avec reste intégral, f de classe ¢! :
X r(n+1) t
R,(x)= f—()(x—t)"dt
a n!

Taylor avec reste f("*1)(¢), f est n+ 1 fois dérivable :

£

n+1
(+1)|(x ay"

Ry(x)=
Notations.
— f :I — R est une fonction de
Iet f(“) est continue.

si f est n fois dérivable sur

». 0((x —a)") est une fonction telle que lim, _,, 0(((;:;)):)

0. Donc le reste (x —a)"&e(x) ol &(x) o 0 est noté o((x —a)").
X

—_— &
Formule de Taylor-Young au voisinage de 0.

2
£ = F(0)+ /(O +£/(0) 5 -+ FOO) X +0(")

Approximations.

Les restes sont de plus en plus petits lorsque n croit. Les graphes des po-
lynémes Ty, Ty, T5, ... sapprochent de plus en plus du graphe de f. Ceci
n’est vrai quautour de la valeur a (Ci-dessous f(x) =1n(1 + x) en a = 0).

y
TIZ(X): , T1(x)
S
;s
N 4
K e
Pl
2
s f(x)
1 2
3
#— <
0 N
1 . x
/4 AN
Y A
\
/ \\ T5(x)

Approximation numérique de sin(0,01). La formule de Taylor pour f (x) =

sinxena=0alordre3: f(x)=0+1-x+0- ’;—,—1% + o(x*®), Pour
3

x =0,01 : 5in(0,01) ~ 0,01 — I — 0,00999983333....

16.2. Développements limités au voisinage d’un point

Soit f : I — R une fonction sur I un intervalle ouvert. Poura €I etn €N,

on dit que f admet un (DL) au point a et a 'ordre

n, s'il existe des réels cg,cq,...,c, tels que pour tout x €1 :
fX)=co+ci(x—a)+---+c(x—a)" +o((x —a)").

La formule de Taylor-Young fournit des DL en posant, pour k =0,1,...,n

_ M@
- k!

Proposition. Si f admet un DL alors ce DL est unique.

Exemple : Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son
DL en 0 ne contient que des mondmes de degrés pairs (resp. impairs).
DL des fonctions usuelles a I’origine

2 3
expx=1+%+’§—,+’§—,+~~+ﬁ-rx"s(x)

chx=1+ );— + f‘— e X (2n)| +x2n+1€(x)

shx = %+§—3+’§,—5+ o X2 e(x)
CosX = _%“L)A(TT_“"“( 1 (zn)l+x2n+1€(x)
sinx:%—§+§_...+( 1)"(§n+1).+x2"+25(x)
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IN(1+x)=x—5 + 2 —o o (—1) 12 4 ()

(1+x)“=1+ax+a(ZT1)x2+ w X"+ x"e(x)

1
1+x

=l—x+x2—x3+--
1
1—x
Vitx= 1+&—1x2+--
DL des fonctions en un point quelconque
On ramene le probléme en 0 avec le changement de variables h = x —a.

Exemple : DL de f(x) =expx en 1. On pose h = x — 1. Si x est proche de
1 alors h est proche de 0. expx = exp(1 + (x — 1)) = exp(1)exp(x —1) =

2
eexph=e(1+h+§+~-~)=e(1+(x—l)+%+-~-)

+(=1)"x" + x"e(x)

=14+x+x2+-+x"+x"e(x)

—11-1-3:5-(2n—3
(- R

+x"e(x)

16.3. Opérations sur les développements limités

Somme, produit, composition. Soient f et g ayant des DL en 0 a 'ordre
n:
fl)=Cx)+o(x")=co+cix+---
g(x)=D(c)+o(x")=dy+dix+---
Proposition.

— (f +8)(x) = C(x) + D(x) +o(x")

— (f xg)(x) = C(x) x D(x) + o(x")

— 8i g(0) =0 (cest-a-dire dg = 0), (f o g)(x) = C(D(x))+ o(x")
Pour le produit et la composition, il faut en plus la partie polyno-
miale a l'ordre n, c-a-d conserver seulement les monomes de degré < n.
Division. Le DL d’un quotient se rameéne au calcul de l'inverse ﬁ :

1
1+u
Intégration. Soit f une fonction de classe 6™ dont le DL en 0 a l'ordre n
est f(x) =co+cyx +cox?+ -+ cpx™ +o(x™).

Théoreme. Notons F une primitive de f. Alors F admet un DL en 0 a Uordre
n+ 1 obtenu en intégrant terme a terme :

+cpx™ 4+ x"eq(x)
+d,x" 4+ x"ey(x)

=l-u+u®—ud+---

N x3 . . Xn+1
o e te

23 "n+1

Cela signifie que 'on intégre la partie polynomiale terme & terme pour ob-
tenir le DL de F(x) a la constante F(0) pres.

2
F(x)=F(O)+c0x+cl% +o(x™)

16.4. Applications des développements limités

Calculs de limites. Les DL sont tres efficaces pour lever des formes indé-
terminées !
Position d’'une courbe par rapport a sa tangente

Proposition. Soit f : I — R une fonction admettant un DL en a : f(x) =
o+ ¢1(x —a) + ¢ (x — a)* + (x — a)¥e(x), oit ¢ # 0. Alors Uéquation de la
tangente a la courbe de f en a est : y = ¢y + c1(x —a) et la position de la
courbe par rapport a la tangente pour x proche de a est donnée par le signe
f(x)—y, Cest-a-dire le signe de c;(x — a)k.
— Si ce signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente.
— Si ce signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente.
— Si ce signe change alors la courbe traverse la tangente au point
d’abscisse a. C’est un

Développement limité en +oco (développement asymptotique)

f : 1xg,+oo[— R admet un a lordre n sl existe des réels
C05C1,--->Cp tels que f(x) =co+ % +--- Ci + xns( 1) ol 5( ) tend vers
0 quand x — +oo0.

Cela équivaut a ce que x — f (%) admet un DL en 0" & l'ordre n.

Proposition. Si @ = qg + a;l + z—’; + xike(%), ot ap # 0. Alors
lim,_,; oo f(x)—(agx+a;) =0 (resp. x — —00) : la droite y = apgx+ay est
une a la courbe de f en +00 (ou —00) et la position de la courbe
par rapport a Uasymptote est donnée par le signe de f(x) — y, clest-a-dire le

. [493
signe de 5.



17. Courbes paramétrées

17.1. Notions de base

Une est une application

f: DcR — R?
t - f(t)

d’un sous-ensemble D de R dans R2.
On note aussi f(t) = M(t) = (X(f)).

y(8)
W
<n(t)=(X(t),y(t))
y()e-N-= ;
_/ I

xzt) X

Réduction du domaine d’étude
On utilise des transformations pour réduire le domaine d’étude d’une
courbe paramétrée. Voici l'effet des transformatlons usuelles sur le point
M(x,y) (dans un repére orthonormé (O, l j ))

— Translation de vecteur w(a,b) : t3(M)=(x+a,y +b).

— Réflexion d’axe (0x) : 50x)(M) = (x,—Y).

— Réflexion d’axe (0y) : 5(0,)(M) = (=x, ¥).

— Symétrie centrale de centre O : so(M) = (—x,—y).

— Symétrie centrale de centre I(a, b) : s;(M) = (2a —x,2b—y).

— Réflexion d’axe la droite (D) d’équation y = x : sp(M) = (y, x).

— Réflexion d’axe la droite (D’) d’équation y = —x : sp/(M) =

(=y,—x).

— Rotation d’angle 5 autour de O : rotg /5(M) = (-, x).

— Rotation d’angle —% autour de O : rotg _/5(M) = (y,—x).
Points simples, points multiples
La du point A par rapport a la courbe f est le nombre de réels
t pour lesquels M(t) = A.

On dit aussi (multiplicité 1), (multiplicité 2)...
Une est une courbe dont tous les points sont de
multiplicité 1, c’est-a-dire t — M(t) est injective.

Pour trouver les points multiples d'une courbe, on cherche les couples
(t,u) € D? tels que t > u et M(t) = M(u).

17.2. Tangente a une courbe paramétrée

— Une courbe admet une en M(t) sila droite (M (to)M(t))
admet une position limite quand t tend vers t.

— Une courbe paramétrée t — M(t) = (x(t), y(t)) est siles
fonctions x et y le sont. Le de la courbe en t est

dm "(to)
x'(tg
—(ty) = .
de (to) (}'/(to))
— SidM ()£ 0, le poi i
1 (to , le point M(ty) est dit

o o
— Si P (t5) =0, le point M(t,) est dit

Théoreéme. En tout point régulier d’une courbe dérivable, cette courbe admet
une tangente. La tangente en un point régulier est dirigée par le vecteur dérivé
en ce point.
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17.3. Points singuliers — Branches infinies

Tangente en un point singulier
En un point singulier le vecteur dérivé est nul, il n’est d’aucune utilité pour
la recherche d’une tangente.
y(©)—y(to)
to x(t) —x(to)
est un réel ¢, la tangente en M(t,) existe et a pour coefficient directeur
£. Si cette limite existe mais est infinie, la tangente en M(t() existe et est
verticale.
Position d’une courbe par rapport a sa tangente
Quand la courbe arrive en M(ty), le long de sa tangente, on a plusieurs
possibilités :
— la courbe continue dans le méme sens, sans traverser la tangente :
c’est un
— la courbe continue dans le méme sens, en traversant la tangente :
c’est un
— la courbe rebrousse Chermn le long de cette tangente en la traver-
sant, c’est un
— la courbe rebrousse chemin le long de cette tangente sans la traver-
ser, c’est un .
Pour déterminer la position de la courbe par rapport a sa tangente en
un point singulier M(ty), on effectue un DL des coordonnées de M(t) =
(x(t),y(t)) au voisinage de t = t;. Supposons t; =0 et

En un point M(t,) singulier, on étudie hm Si cette limite

M(t)=M(O0)+ tPV +tIw + t12(t)

ol :

— p < g sont des entiers,

- — s Aol

— 7V et w sont des vecteurs non colinéaires,

— Z(t) est un vecteur, tel que || €(t)|| — 0 lorsque t — tg.
En un tel point M(0), la courbe ¥ admet une tangente, dont un vecteur
directeur est V. La position de la courbe 6 par rapport a cette tangente est
donnée par la parité de p et q :

—
w

p impair, q pair

p impair, g impair

point d’allure ordinaire point d’inflexion
o d
w

—
W el

—
4

p pair, q impair p pair, q pair

rebroussement de premiére espéce rebroussement de seconde espéce

Branches infinies

Dans ce paragraphe, la courbe f : t — M(t) est définie sur un intervalle I
de R et tq désigne I'une des bornes de I et n’est pas dans I (tq est soit un
réel, soit —00, soit +00).

lya en ty dés que 'une au moins des deux fonctions |x|
ou |y| tend vers linfini quand t tend vers tq. Il revient au méme de dire
que lim,,,  |If (£)l| = +o0.

La droite d’équation y = ax+b est
lorsque t — tg.

ase siy(t)—(ax(t)+b) —

1. Si, quand ¢ tend vers tg, x(t) tend vers +00 (ou —o0) et y(t) tend
vers un réel £, la droite d’équation y = { est

ae.

2. Si, quand t tend vers tq, y(t) tend vers +00 (ou —o0) et x(t) tend
vers un réel ¢, la droite d’équation x = £ est a
6.

3. La droite d’équation y = ax + b est a la courbe

(x(), y(£)) si:
(a) ﬁg tend vers un réel non nul a,

(b) y(t)—ax(t) tend vers un réel b (nul ou pas).



Attention! Une branche infinie peut ne pas admettre de droite asymptote,
comme dans le cas d’'une parabole.

17.4. Plan d’étude d’une courbe paramétrée

. Domaine de définition de la courbe.
. Vecteur dérivé.

. Tableau de variations conjointes.

. Etude des points singuliers.

. FEtude des branches infinies.

. Construction méticuleuse de la courbe.

N O bW

. Points multiples.

17.5. Courbes en polaires : théorie

Coordonnées polaires

— —
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, i, j ). Pour 6 réel, on
pose
— — — — N
Ug=cos@ i +sinfj et vg=—sinhi +cosb j =Ugin/2-

M=[r:0] @mzr@ — M=0+riup.

La courbe d’ r = f(0) est l'application suivante, ou les
coordonnées des points sont données en coordonnées polaires :

F: D - R?
0 — MO)=[r(0):0]=0+r(0)Ty

Exemple. Spirale d’équation polaire r = v/, pour 0 € [0, +00[.

3 3m
.3 +2m

Calcul de la vitesse en polaires

dug —  dvg
— =V — =—u
de ¢ de 0
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Théoréme (Tangente en un point distinct de I'origine).
1. Tout point de € distinct de Uorigine O est un point régulier.
2. Si M(0) # O, la tangente en M(O) est dirigée par le vecteur

—

d — —
S5O =0T +r(0)7

3. Langle p entre le vecteur g et la tangente en M(O) vérifie

sir’#0, et =% (mod ) sinon.

Théoréme (Tangente a l'origine). Si M(6,) = O, la tangente en M(6,) est
la droite d’angle polaire 6.

\

17.6. Courbes en polaires : exemples

Réduction du domaine d’étude
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct, M étant le point de
coordonnées polaires [r : 0].
— Réflexion d’axe (Ox). s(ox) : [r: 0] [r:—6].
— Réflexion d’axe (0y). s(0yy : [r: 01— [r:n—0].
— Symétrie centrale de centre O.sp : [r: 0] —=[r:0+n]=[—r:0].
— Réflexion d’axe la droite D d’équation (y = x). sp(M) : [r : 8] —
[r:3—61
— Réflexion d’axe la droite D’ d’équation (y = —x).sp/(M) : [r: 6] —
[-r:5—-0]=[r:—%—01
— Rotation d’angle % autour de 0. rg zj5 :[r: 0] —=[r: 0+ 3 1.
— Rotation d’angle ¢ autour de 0. 1o, : [r: 0] = [r: 0+ ¢].

Plan d’étude
1. Domaine de définition.
. Passages par l'origine.
. Variations de r.
. Tangentes paralléles aux axes.

. Etude des branches infinies.

N U1 A WN

. Construction de la courbe.

— Sir est positif et croit, on tourne dans le sens direct en s’écartant
de lorigine.

— Sir est négatif et décroit, on tourne dans le sens direct en s’écar-
tant de lorigine.

— Si r est positif et décroit, on tourne dans le sens direct en se
rapprochant de l'origine.

— Sir est négatif et croit, on tourne dans le sens direct en se rap-
prochant de lorigine.

7. Points multiples.



18. Equations différentielles

18.1. Définitions

— Une d’ordre n est une équation de la forme

Flx,y,y,... ,y(”)) =0 (Egigp)

ol F est une fonction de (n + 2) variables.

— Une d’une telle équation sur un intervalle I C R est une
fonction y : I — R qui est n fois dérivable et qui vérifie I'’équation
(Egigr)- Si on change d’intervalle, on peut tres bien obtenir d’autres
solutions.

— Exemple. Une équation différentielle est une
équation du type y’ = g(x)/f (y) ouy’f(y) = g(x). Une telle équa-
tion se résout par calcul de primitives de part et d’autre de 'égalité
Y () =gx).

— Une équation différentielle

ao(x)y +a;(x)y’ + -+ + a,(x)y™ = g(x) (B)

ol les a; et g sont des fonctions continues sur un intervalle I C R.
— Une équation différentielle linéaire est , ou
, si la fonction g est nulle :

est de la forme

ao(x)y +a;()y’ + - +a,(x)y™ =0 (Ep)

— Une équation différentielle linéaire est si
les fonctions a; ci-dessus sont constantes :

/
ay +ary’ +- -+ a,y™ = g(x)
ol les a; sont des constantes réelles et g une fonction continue.

Proposition (Principe de linéarité). Si y, et y, sont solutions de 'équa-
tion différentielle linéaire homogeéne (Ey,) alors, quels que soient A,u € R,
AY1 + pYyo est aussi solution de cette équation.
Méthode pour résoudre une équation différentielle linéaire (E) avec second
membre ;

1. Trouver une solution particuliere y, de I'équation (E).

2. Trouver 'ensemble %, des solutions yj, de 'équation homogéne as-

sociée (Ep).
3. Conclure par le principe de linéarité : les solutions de (E) sont les

Yy=Ypt+tyn avec y,€H.

18.2. Equation différentielle linéaire du premier ordre

Une équation différentielle est une équation du
type y’' = a(x)y + b(x) ol a et b sont des fonctions définies sur un inter-
valle ouvert I de R.

Théoréme (y’ = ay). Les solutions de y’ = ay ott a € R est une constante
sont les fonctions y définies sur R par :

oll k € R est une constante quelconque.

’
Preuve rapide : on intégre a gauche et a droite I’équation y7 = a pour

trouver : In|y(x)| = ax + b. Donc |y (x)| = e®**+_ Ainsi y(x) = tePe®.
Exemple : 3y’ — 5y = 0 a pour solution y(x) = ke%", ol k € R.

Théoréme (y’ = a(x)y). Soit a : I — R une fonction continue. Soit
A: I — R une primitive de a. Les solutions de y’ = a(x)y sont les fonctions

y définies par :
y(x) = ke

oll k € R est une constante quelconque.
Exemple : x2y’ = y sur I = ]0,+00o[. Léquation est y’ = xizy, donca(x) =

C . _1
XLZ, dont une primitive est A(x) = —%. Les solutions sont y(x) = ke™ x, ou
keR.

Théoréme (y’ = a(x)y + b(x)). Soit Uéquation y' = a(x)y + b(x) ou
a,b: I — R. Soit y, une solution particuliére et y,(x) les solutions de 'équa-
tion homogéne y’ = a(x)y. Les solutions sont les y = Yp+ Yn

Recherche d’une solution particuliere : méthode de variation de la
constante.
— On trouve les solutions y(x) = keA™) de Péquation homogéne
y’ = a(x)y ol k est une constante.
— On cherche une solution particuliére de y” = a(x)y + b(x) sous la
forme y,(x) = k(x)e“™), ot k est maintenant une fonction.
— Déquation y[’, = a(x)y, + b(x) permet de déterminer K’'(x), puis
k(x).
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Recherche d’une solution particuliére : cas des coefficients constants.
¥’ = ax + g(x), ol a € R* est une constante. Le principe est de chercher
une solution particuliére de la méme forme que le second membre.
— Sig(x) = P(x)estun polyndéme de degré n, on cherche une solution
particuliére sous la forme y, (x) = Q(x) ot Q est aussi un polynéme
de degré n.
— Si g(x) = ceP*, on cherche une solution particuliére sous la forme
yp(x) = dePx.
— Si g(x) = ¢y cos(Bx) + cysin(Bx), on cherche une solution particu-
liere sous la forme y,(x) = d; cos(Bx) + dy sin(Bx),
Théoréme (de Cauchy-Lipschitz). Soit y' = a(x)y + b(x) une équation
différentielle linéaire du premier ordre, oit a,b : I — R sont des fonctions
continues sur un intervalle ouvert 1. Pour tout x € I et pour tout y, € R, il
existe une et une seule solution y telle que y’ = a(x)y + b(x) et y(xo) = ¥o-

18.3. EKquation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients constants

ay” + by’ +cy =g(x) (E)
oua,b,c €R, a#0 et g continue sur I intervalle ouvert.
L'équation homogene associée

ay” +by’ +cy=0 (Ep)
K est ar?® + br + ¢ = 0, de discriminant A =
b% —4ac.
Théoréme.

1. Si A > 0, Uéquation caractéristique a deux racines réelles distinctes
r1 # 1y et les solutions de (Ey) sont les

| y(x) = A€ + e ol A, u€R. |

2. Si A =0, Uéquation caractéristique a une racine double r et les solu-
tions de (Ey) sont les

| y(x)=(A+ux)e™ ouAueR. |

3. Si A < 0, Uéquation caractéristique a deux racines complexes conju-
guées ry =a+1if, ry = a—1ip et les solutions de (Ej) sont les

¥(x) = e (Acos(Bx) + usin(Bx))

ot A, ueR.

(Attention! y” + y = 0 a pour équation caractéristique r2 +1 = 0.)
Equation avec second membre

ay”+by' +cy=g(x) ()
Théoreme (Théoreme de Cauchy-Lipschitz). Pour chaque xg € I et chaque
couple (yo,y1) € R?, Iéquation (E) admet une unique solution y sur I sa-
tisfaisant aux conditions initiales :

y(xo)=yo et ¥(x)=x

Second membre g(x) =e**P(x). a € Ret P € R[X]
Cela comprend le cas g(x) = e® (donc P(x) = 1 et alors Q(x) est une
constante ci-dessous) et le cas g(x) = P(x) (donc a = 0).
On cherche une solution particuliére sous la forme y, (x) = e**x™Q(x), ot
Q est un polynéme de méme degré que P avec :
— Yp(x) = e**Q(x) (m = 0), si a n’est pas une racine de 'équation
caractéristique,
— ¥p(x)=xe**Q(x) (m =1), si a est une racine simple de 'équation
caractéristique,
— yp(x) = x2e**Q(x) (m = 2), si a est une racine double de 'équa-
tion caractéristique.
Second membre du type e™* (Pl (x)cos(Bx) + Pz(x)sin(ﬁx)).
Cela comprend le cas g(x) = ¢; cos(fx) + cysin(fx) (donc a =0 et P; et
P, polynoémes constants).
Sig(x) = e‘”‘(Pl(x)cos(/ix) + Py(x) sin(ﬁx)), ot a,f € Ret P,P, €
R[X], on cherche une solution particuliére sous la forme :
— yp(x) = e"‘"(Ql(x)cos([J’x) +Qy(x) sin(ﬂx)), si a +1if8 n'est pas
une racine de I'équation caractéristique,
— yplx) = xe“x(Ql(x)cos(ﬁx) +Qy(x) sin(ﬁx)), sia+if est une
racine de I’équation caractéristique.
Dans les deux cas, Q; et Q, sont deux polynémes de degré n =
max{degP;,degP,}.
Méthode de variation des constantes.
Si {y1,¥2} est une base de solutions de I'équation homogéne (Ej), on
cherche une solution particuliére sous la forme y, = Ay, +uy,, mais cette
fois A et u sont deux fonctions.



Troisiéme partie

Formules de L1 - Algebre

19. Logique et raisonnements

19.1. Logique

Une
temps.
Et logique. L'assertion « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie.
Lassertion « P et Q » est fausse sinon.

est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme

Sa
P\Q|V]|F
\Y VI|F
F F F

Table de vérité de « P et Q »

Ou logique. L'assertion « P Q » est vraie si 'une (au moins) des deux
assertions P ou Q est vraie. Lassertion « P ou Q » est fausse si les deux
assertions P et Q sont fausses.

P\Q |V |F
v V|V
F V[ F

Table de vérité de « P ou Q »

L’assertion « P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.

P V| F
non P F |V
Table de vérité de «non P »

Limplication =
La définition mathématique est la suivante :

Lassertion « (non P) ou Q » est notée « P = Q ».

P\Q |V |F
v V| F
F V[V

Table de vérité de «P = Q »

Léquivalence <
K est définie par :

«P <= Q»estlassertion« (P = Q) et (Q = P) ».

P\Q | V| F
v V| F
F F |V

Table de vérité de « P <= Q »

Proposition. Soient P,Q,R trois assertions. Nous avons les équivalences
(vraies) suivantes :

1. P < non(non(P))

(PetQ) < (QetP)

(PouQ) < (QouP)

non(P et Q) <= (non P) ou (non Q)
non(P ou Q) <= (non P) et (non Q)

(P et (Q ou R)) & (PetQ)ou(PetR)

kL b
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7. (P ou (Q et R)) < (PouQ)et(PouR)
8. «P = Q» < «non(Q) = non(P)»

Le quantificateur Y
L'assertion

. « pour tout »

Vx€E P(x)

est une assertion vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous les
éléments x de 'ensemble E.
Le quantificateur 3 : « il existe »
Lassertion
dx€E P(x)

est une assertion vraie lorsque I'on peut trouver au moins un x de E pour
lequel P(x) est vraie.
La négation des quantificateurs

| Lanégation de «Yx € E P(x)» est «dx €E non P(x)». |

| Lanégationde «Ix € E P(x)» est «VYx€E non P(x)». |

Lordre des quantificateurs est trés important.

19.2. Raisonnements

Raisonnement direct

On veut montrer que l'assertion « P = Q » est vraie. On suppose que P
est vraie et on montre qu’alors Q est vraie. C’est la méthode a laquelle vous
étes le plus habitué.

Cas par cas

Sil'on souhaite vérifier une assertion P(x) pour tous les x dans un ensemble
E, on montre 'assertion pour les x dans une partie A de E, puis pour les x
n’appartenant pas a A. C’est la méthode de ou du
Contraposée

Le raisonnement par est basé sur 'équivalence suivante :

L’assertion « P => Q » est équivalente a «non(Q) = non(P) ».

Donc si 'on souhaite montrer l'assertion « P => Q », on montre en fait
que si non(Q) est vraie alors non(P) est vraie.

Absurde

Le pour montrer « P => Q » repose sur le
principe suivant : on suppose a la fois que P est vraie et que Q est fausse et
on cherche une contradiction. Ainsi si P est vraie alors Q doit étre vraie et
donc « P => Q » est vraie.

Contre-exemple

Si on veut montrer qu'une assertion du type « Yx € E P(x) » est fausse
alors il suffit de trouver x € E tel que P(x) soit fausse. Trouver un tel x
c’est trouver un

Récurrence
Le permet de montrer qu'une assertion P(n), dé-
pendant de n, est vraie pour tout n € N. La démonstration se déroule en
trois étapes :

— initialisation : on prouve P(0).

— hérédité : qui commence par «Je fixe n = 0 et je suppose que l'as-
sertion P(n) vraie. je vais montrer que l'assertion P(n+ 1) (au rang
suivant) est vraie. .. »

— conclusion : par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout
neN.



20. Ensembles et applications

20.1. Ensembles

— Un est une collection d’éléments.
— D , @ est ’'ensemble ne contenant aucun élément.
— On note

si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.
— L . E C F si tout élément de E est aussi un élément de F.
Autrement dit : Vx € E (x € F). On dit alors que E est un
de F ou une de F.
— L .E=FsietseulementsiECF etF CE.
— de E. On note #(E) 'ensemble des parties de
E. Par exemple si E = {1,2,3} :

2({1,2,30) = {@,{1},12}, 13},11,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

— .SiACE,
CeA={x€E|x ¢A}

On le note aussi £ \ A et juste (A s’il n’y a pas d’ambiguité (et parfois
aussi A° ou A).
— .PourA,BCE,

| AUB:{xEEleAouxEB}

Le « ou » n’est pas exclusif : x peut appartenir a A et 3 B en méme
temps.

| AnB={x€E|xecAetx €B} |

Regles de calculs

Soient A, B, C des parties d’'un ensemble E.
— ANB=BNA
— AN(BNC) = (AnB)NC (on peut écrire ANBNC sans ambigtiité)
— AN@=@, ANA=A, ACB<ANB=A

— AUB=BUA
— AU(BUC) = (AUB)UC (on peut écrire AUBUC sans ambiguité)
— AUg@=A, AUA=A, ACB<AUB=B

— [anBuC)=@UnB)u@An0)|
— [AuBnC)=AuB)n(AUQO)]

— [(fA)=A etdonc AcB<=[BclA
— CAnB)=C(AulB
— C(AuB)=(ANCB

Produit cartésien

Soient E et F deux ensembles. Le

semble des couples (x,y) oux €Eety€F.

, noté E x F, est 'en-

20.2. Applications

— Une (ou une ) f : E = F, cest la donnée pour
chaque élément x € E d’'un unique élément de F noté f(x).

y
f

f(x) 7
E F(x)s
X

X

— . Deux applications f, g : E — F sont égales si et seulement
si pour tout x € E, f(x) = g(x). On note alors f = g.
— Le def:E—F est

Ff:{(x,f(x))eExleeE}
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— .Soient f :E—>Fetg:F—Galorsgof:E— Gest
l'application définie par g o f(x) = g(f (x)).
f g

R Y

gof

— . Soient f : E — F et A C E alors la restriction de f a A
A W A F

x = flx)’
Image directe, image réciproque
Soient E, F deux ensembles.
Définition. Soit AC Eetf : E— F, 1
semble

est 'application

de A par f est I'en-

| = {rx)1xea} |

; v
B

Définition. Soit BC Fetf : E > F, T
I’ensemble

de B par f est

| f—1(B):{er|f(x)eB} |

f71®)

Fixons y € F. Tout élément x € E tel que f(x) = y est un
de y. En termes d’image réciproque I'ensemble des antécédents de y est

FHD.

20.3. Injection, surjection, bijection
Injection, surjection
Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application.

Définition. f est si pour tout x,x’ € E avec f(x) = f(x’) alors

x = x’. Autrement dit :

| Vx,x' €E (f(x)=f(x") = x=x') |

Les applications f représentées sont injectives :

f

Définition. f est
y = f(x). Autrement dit :

si pour tout y € F, il existe x € E tel que

VyeF 3x€E (_y:f(x))

Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(E) =F.
Les applications f représentées sont surjectives :

f

— f est injective si et seulement si tout élément y de F a au plus un
antécédent (et éventuellement aucun).
— f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins
un antécédent.
Bijection



Définition. f est si elle est injective et surjective. Cela équivaut
a : pour tout y € F il existe un unique x € E tel que y = f(x). Autrement
dit :

|Vy€F Jix €E (y=f(x))|

Autrement dit, tout élément de F a un unique antécédent par f.

Proposition. Soit E, F des ensembles et f : E — F une application.
1. Lapplication f est bijective si et seulement si il existe une application
g:F > Etelleque fog=idp et gof =idg.
2. Si f est bijective alors Uapplication g est unique et elle aussi est bijec-
tive. Lapplication g s’appelle la de f et est notée

f~L. De plus (f’1)71 =f.
Proposition. Soient f : E — F et g : F — G des applications bijectives.
Lapplication g o f est bijective et sa bijection réciproque est

| (gof)y'=f"og"!

20.4. Ensembles finis

Définition. Un ensemble E est s’il existe un entier n € N et une bijec-
tionde E vers {1,2,...,n}. Cet entier n est unique et s’appelle le de
E (oule ) et est noté Card E. Le cardinal de 'ensemble
vide est 0.
Quelques propriétés :
— SiAest un ensemble fini et B C A alors B est aussi un ensemble fini
et Card B < CardA.
— Si A,B sont des ensembles finis disjoints (c’est-a-dire AN B = &)
alors Card(AU B) = Card A+ Card B.
— SiAestun ensemble fini et B C A alors Card(A\B) = Card A—Card B.
En particulier si B C A et CardA = Card B alors A= B.
— Enfin pour A, B deux ensembles finis quelconques :

Card(AUB) = CardA + Card B— Card(AN B)

Injection, surjection, bijection
Proposition. Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application.

1. Si f est injective alors Card E < Card F.

2. Si f est surjective alors Card E = CardF.

3. Si f est bijective alors Card E = CardF.
Proposition. Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application. Si
Card E = CardF alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i. f est injective,

ii. f est surjective,

iii. f est bijective.
Proposition (Principe des tiroirs). Si U'on range dans k tiroirs, n > k paires

de chaussettes alors il existe (au moins) un tiroir contenant (au moins) deux
paires de chaussettes.

Nombres d’applications
Soient E, F des ensembles finis, non vides. On note Card E = n et CardF =

p.
Proposition. Le nombre d’applications différentes de E dans F est :

Autrement dit cest | (Card F)CrdE |

Proposition. Le nombre d’injections de E dans F est :
px(—1x-x(p—(n-1).

Notation :nl=1x2x3x---xn.Avec 1! =1 et par convention

or=1.
Proposition. Le nombre de bijections d’un ensemble E de cardinal n dans

lui-méme est :

Coefficients du bindme de Newton
Soit E un ensemble fini de cardinal n.

Proposition. Il y a 2°94E sous-ensembles de E : | Card 2 (E) = 2"

Définition. Le nombre de parties a k éléments d’'un ensemble a n éléments
est noté (}) ou Ck.

Proposition.

— @=1O=n()=1
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— G2 =(

M)+ () 4+ () +- () =2n

Proposition.
=

Le triangle de Pascal est un algorithme pour calculer ces coefficients (Z)
Chaque élément est obtenu en ajoutant les deux nombres qui lui sont juste
au-dessus et au-dessus a gauche.

D 0<k<n)

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Proposition.

()= ma=m

Formule du bin6me de Newton

Théoreéme. Soient a,b € R (ou C) et n un entier positif alors :

(a+b)" :Zn:(z) a k. pk

k=0

Autrement dit :
(a+b)" :(n) a”-b°+(n) a"*l-b1+---+(n) a"*k-b"+-~~+(n) a-p"
0 1 k n

20.5. Relation d’équivalence
Une sur un ensemble E, c’est la donnée pour tout couple (x,y) €
E x E de «Vrai » (s’ils sont en relation), ou de « Faux » sinon.

Définition. Soit E un ensemble et Z une relation, c’est une
si:

— Vx€E xZx, ( )
— Vx,y€E, xRy = yZx, ( )
— Vx,y,2€E, xRy et YRz — xRz, ( )

Définition. Soit # une relation d’équivalence sur un ensemble E. Soit
X €E,la de x est

cl(x) = {y eEly%x} |

cl(x) est donc un sous-ensemble de E, on le note aussi x. Si y € cl(x), on
dit que y un de cl(x).
Proposition.
1. dx)=d(y) = xRy.
2. Pour tout x,y €E, cl(x) =cl(y) oucl(x)Ncl(y) =@.
3. Soit C un ensemble de représentants de toutes les classes alors {cl(x) |
x€C } constitue une partition de E.
Une de E est un ensemble {E;} de parties de E tel que E = | J; E;

etEiﬂEJ»:@(sii;éj).

o/
Lensemble Z/nZ

Soit n = 2 un entier fixé. La relation suivante sur 'ensemble E = Z est une
relation d’équivalence :

a=b (modn) <= a—b estun multiple de n |

La classe d’équivalence de a € Z est notée a :
a=cl(a)= {b €Z|b=a (mod n)}.
Comme un tel b s’écrit b = a + kn pour un certain k € Z alors :
E=a+nZ:{a+kn|k€Z}.

Lensemble des classes d’équivalence est 'ensemble

z/nz={0,1,2,...,n—1}

qui contient exactement n éléments.



21. Nombres complexes

21.1. z=a+ib

Un est un couple (a,b) € R? que I'on notera a +ib,

avec :

Pourz=a+ibetz =a’ +ib’:

— addition : (a+ib)+(a’ +ib")=(a+a’)+i(b+b")

— multiplication : (a +ib) x (a’ +ib’) = (aa’ — bb’) +i(ab’ + ba’).
On développe en suivant les régles de la multiplication usuelle et la
relation i = —1

Soit 2 = a +1ib un nombre complexe, sa estle réel a et on la
note Re(z); sa est le réel b et on la note Im(z).

iR
ilm(z) z=a+ib
,,,,,,,,,,,,,,, ’
|
|
|
|
Im(z) i !
|
|
l
0 1 Re(z) R
Re(z)
— D :siz # 0, il existe un unique z’ € C tel que zz' = 1 (ou
1=1+41ix0).
— La : ZZ—, est le nombre complexe z x 2%

— Propriété d’intégrité : sizz’ =0 alorsz =0 ouz’ =0.
— Puissances : 22 = zxz,2" =zx---xz (n fois, n € N). Par convention
0 _ —n _(1yt1_ 1
z'=1letz —(5) =g
Proposition. Pour tout z € C différent de 1 :

1—Zn+1
14z422 4 +g"=——

1—2

21.2. Module

— Le de z =a+1b est le réel positif | |z] = Va2 + b2 |.
— Le dez=a+ibest.

— Carzxi:(a+ib)(a—ib):a2+b2.

z=a+ib

|2] 0

— - ——r—-——— -0

w0

—m=£+?, Z=2z, 23/ =23
— z=2<=>z2€R

— P =zxz 2=zl |z =zllz’|
— |z2|=0&=2=0

Proposition (L'inégalité triangulaire).

| |z+z'| < |z|+|z’| |
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21.3. Equation du second degré

Pour z € C, une est un nombre complexe w tel que w? =

Tout nombre complexe, admet deux racines carrées, w et —w.

Z.

Proposition. équation du second degré az? + bz +c = 0, ott a,b,c € C et
a # 0, posséde deux solutions 21,2, € C éventuellement confondues.

Soit A = b% —4ac le discriminant et § € C une racine carrée de A. Alors les
solutions sont

—b+06
z =
2a 2a

Corollaire. Si les coefficients a, b,c sont réels alors A € R et les solutions
sont de trois types :
VA

. . . —b
— si A > 0, on a deux solutions réelles o
a

b
— si A =0, la racine double est réelle et vaut 3
a

— si A <0, on a deux solutions complexes conjuguées

—bxiq/|A]
2a ’

Théoréme (d’Alembert-Gauss). Soit P(z) = a,2"+a,_12" '+ +-+a;z+aq
un polynéme a coefficients complexes et de degré n. Alors U'équation P(z) =0
admet exactement n solutions complexes comptées avec leur multiplicité. Il
existe donc des nombres complexes z1,...,2, (dont certains sont éventuelle-
ment confondus) tels que P(z) = a, (z—21)(z —22) - (2 —2,)-

21.4. Argument

Pour tout z € C* = C\ {0}, un nombre 6 € R tel que z = |z| (cos 0 +isin 6)
est appelé un de z et noté 0 = arg(z).

iR

arg(z)

Cet argument est défini modulo 27t. On peut imposer a cet argument d’étre
unique si on rajoute la condition 6 € ]— 7, +] (ou bien 6 € [0, 27[).

/
0=0" (mod2n) <> FkeZ 0=0 +2kn <> { cos 6 = cosf
sinf =sin 6

Proposition.

— arg (zz’) =arg(z) +arg (z') (mod 27)

— arg(z") =narg(z) (mod 27)

— arg(1/z) = —arg(z) (mod 27)

— arg(z) = —argz (mod 2m)

21.5. Formule de Moivre, notation exponentielle

La est :

| (cosB +isinO)" = cos(nB) +isin(nH) |

Nous définissons la par

| e'? =cos6 +isinf |

et donc tout nombre complexe s’écrit

ou p = 2| est le module et 6 = arg(z) est un argument.

. 0/
Avec la notation exponentielle, on peut écrire pour z = pel? etz = p’el? :
- ZZ/:pp/eieeie’ — /ei(9+9’)
= (peiG)” =p" (eie)” :pnein9
_ _ i0y_ 1,-i6
1/z 1/(pe ) o€



J— Z=p€7

La formule de Moivre se réduit a I'égalité : (eie)

Enfin : pel® = p’el? (avec p,p’ > 0) si et seulement sip = p’ et 6§ = 0’
(mod 27).

21.6. Racines n-iéme

Pour z € Cetn € N, une
W=z

est un nombre w € C tel que

Proposition. Ily a n racines n-iémes wg, w1, ...,w,_1 dez = pe‘e, cesont :

i0+2ikn
1/n, =5

wp=p'le

Par exemple pour z = 1, on obtient les n

e2ikn/n k=01, n—1

Racine 3-iéme (a gauche) et 5-iéme de 'unité

21.7. Applications a la trigonométrie

,pour 0 eR:
6, ,—i6 i0 _ —i6
eV +e . —e
cosf) = ——— sinf = ———
2 21

On exprime sinnf ou cosnf en fonction des puissances
de cos O et sinf.

Meéthode : on utilise la formule de Moivre pour écrire cos(nf)+isin(nf) =
(cos 6 +isin0)" que I'on développe avec la formule du binéme de Newton.

Exemple.

c0s30 +isin360 = (cos O +isin 6)°
=cos® 6 + 3icos? 6 sin @ — 3 cos O sin® O —isin® O

= (cos3 6 — 3 cos 6 sin’ 0) + 1(3 cos? 0 sin @ —sin® 9)
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on déduit que

c0s30 =cos® 0 —3cosOsin?6 et sin30 =3cos?Osinb —sin® 6.

On exprime cos” 6 ou sin" 6 en fonction des cos k6 et sin k6
pour k allant de 0 a n.
/ o . eie—e’ie n ,
Meéthode : avec la formule d’Euler on écrit sin™ 6 = (T) . On déve-

loppe a l'aide du bindme de Newton puis on regroupe les termes par paires
conjuguées.

30

Exemple.

i _ ,—i6\3

eV —e

sin® = ————
2i

— _LSI ((ei0)3 _3(eie)ze—ie +36i9(6—19)2_(e—19)3)

1 ) ) ) )
— " (6319 _3619 + 36—19 _6—319)
1 [ o310 _ 310 o0 _ =0
=—— -3
4( 21 21 )
sin30  3sinf
=— +
4 4

21.8. Equation complexe d’un cercle

Léquation du cercle 6(£2,r) de centre 2, d’affixe w et de rayon r est

27— 0% — wi =12 —|w|?

Il est plus simple de retrouver la formule a chaque fois : dist(Q, M) =r <
2 = (z—w)(z—w)=r

z—wl=r & z—w|*=r

21.9. Equation complexe d’une droite

La droite d’équation ax + by = ¢ (avec a, b,c € R) a pour équation com-

plexe :

olw=a+ibeC*etk=2ceR.

21.10. Equation li:‘;l =k

Proposition. Soit A, B deux points du plan et k € R,. Lensemble des points
M tel que % =kest

— une droite qui est la médiatrice de [AB], si k =1,

— un cercle, sinon.




22. Arithmétique

22.1. Division euclidienne et pged

Soient a, b € Z. On dit que b
a=bq.

a et on note bla s'il existe q € Z tel que

Théoreme (Division euclidienne). Soit a € Z et b € N\ {0}. Il existe des
entiers q,r € Z tels que

a=bq+r et 0<r<b

De plus q et r sont uniques.

Terminologie : g est le etrestle

Nous avons donc I'équivalence : r = 0 si et seulement si b divise a.

Pgcd de deux entiers

Soient a, b € Z deux entiers, non tous les deux nuls. Le plus grand entier
qui divise a la fois a et b s’appelle le dea, b
et se note pged(a, b).

Algorithme d’Euclide

Lemme. Soient a, b € N*. Ecrivons la division euclidienne a = bq + r. Alors

pged(a, b) = pged(b, 1)

Algorithme d’Euclide.
On souhaite calculer le pged de a,b € N*. On peut supposer a = b. On
calcule des divisions euclidiennes successives. Le pged sera le dernier reste
non nul :

— division de a par b, a = bg; + ry. Par le lemme, pged(a,b) =

pged(b, rq) et si r; = 0 alors pged(a, b) = b sinon on continue :

— b=riqs+1y, pged(a, b) =pged(b,r1) = pged(ry,r2),

— ry=ryq3+rs, pged(a, b) =pged(ry, r3),
Nombres premiers entre eux
Deux entiers a, b sont si pged(a, b) =1.
Si deux entiers a, b € Z ne sont pas premiers entre eux, on peut s’y ramener
en divisant par d = pged(a, b).

a =add
b =bd

22.2. Théoréme de Bézout

avec a’,b’ €Zet pged(a’,b’)=1

Théoréme (Théoréme de Bézout). Soient a, b des entiers. Il existe des entiers
u,v € Z tels que

au+ bv = pged(a, b)

Les entiers u, v sont des . IIs Sobtiennent en « remon-

tant » 'algorithme d’Euclide.
Corollaire. Si d|a et d|b alors d|pgcd(a, b).

Corollaire. Soient a, b deux entiers. a et b sont premiers entre eux si et seule-
ment si il existe u,v € Z tels que

Remarque. Si on trouve deux entiers u’,v’ tels que au’ + bv’ = d, cela n’im-
plique pas que d = pged(a, b). On sait seulement alors que pged(a, b)|d.

Corollaire (Lemme de Gauss). Soient a, b,c € Z.

Si albc et pged(a,b)=1 dalors da|c

Equations ax + by = ¢

Proposition. Considérons l'équation
ax+by=c (E)

oua,b,ceZ.
1. Déquation (E) posséde des solutions (x,y) € Z? si et seulement si
pged(a, b)c.
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2. Sipgcd(a, b)|c alors il existe méme une infinité de solutions entiéres et
elles sont exactement les (x, y) = (xo+ak, yo+Bk) avec xq, yo, @, B €
Z fixés et k parcourant Z.

ppcm
Le ppem(a, b) (
divisible par a et par b.

) est le plus petit entier = 0

Proposition. Si a, b sont des entiers (non tous les deux nuls) alors

pged(a, b) x ppem(a, b) = |ab|

Proposition. Si a|c et b|c alors ppcm(a, b)|c.

22.3. Nombres premiers

Un p est un entier = 2 dont les seuls diviseurs positifs
sont 1 et p.

Proposition. Il existe une infinité de nombres premiers.

Remarque. Si un nombre n n’est pas premier alors un de ses facteurs est
< /n.

Proposition (Lemme d’Euclide). Soit p un nombre premier. Si plab alors
pla ou plb.

Théoreme (Décomposition en facteurs premiers). Soit n = 2 un entier. Il

existe des nombres premiers p; < py < -+ < p, et des exposants entiers
ag,ds,..., o, =1 tels que :

ayp

_ ay ar
N=P;" XPy~ X XPp.

De plus les p; et les a; (i=1,...,r) sont uniques.

22.4. Congruences

Soit n = 2 un entier. On dit que a est ab
On note alors

n, sin divise b—a.

a=b (modn).

On note aussi parfois a = b (mod n) ou a = b[n]. Une autre formulation
est

a=b(modn) <= 3Jke€Z a=b+kn.

Remarquez que n divise a si et seulement si a = 0 (mod n).
Proposition.

1. La relation « congru modulo n » est une relation d’équivalence :
— (Réflexivité) a = a (mod n),
— (Symétrie) si a = b (mod n) alors b = a (mod n),
— (Transitivité) si a = b (mod n) et b = ¢ (mod n) alors a = ¢
(mod n).
2. Sia=b (modn)etc=d (mod n)alorsa+c=b+d (mod n).
3. Sia=b (mod n)etc=d (mod n) alors a xc=b xd (mod n).
4. Sia=b (mod n) alors pour tout k > 0, a* = b* (mod n).
Equation de congruence ax = b (mod n)
Proposition. Soit a € Z*, b € Z fixés et n = 2. Considérons Uéquation
ax = b (mod n) | d’inconnue x €Z :
1. Il existe des solutions si et seulement si pged(a,n)|b.

2. Les solutions sont de la forme x = x +€p - { € Z ol x est une

ged(a,n)’
solution particuliére. Il existe donc pged(a,n) classes de solutions.

Théoreme (Petit théoréme de Fermat). Si p est un nombre premier et a € Z

alors
af? =a (mod p)

Corollaire. Si p ne divise pas a alors

| a’P~' =1 (mod p) |




23. PolynOmes

23.1. Définitions

Un a coefficients dans K (Q, R ou C) est une expression :
P(X) = X" + ap 1 X" 4+ X2 + a1 X +aq
— Les a; € K sont appelés les du polynéme.
— Sia, #0,n € Nestle de P, noté degP. (Convention : le
degré du polyndéme nul est —00.)
— K[X] désigne 'ensemble des polynémes.
— K,[X] est ’'ensemble des polynémes de degré < n.
— Deux polyndémes sont si et seulement si ils ont les mémes
coefficients.
Multiplication. Soient P = a,X" + @, ;X" '+ -+ ;X +ap et Q =
by X™+ by 1 X™ L4+ by X +by. P xQ est un polynéme de degré n+m
avec :
= Z a;b; pour k € {0,...,r}.
i+j=k

deg(P x Q) =degP +degQ deg(P + Q) < max(degP,degQ)

— Les polynémes comportant un seul terme non nul (du type a,X*)
sont appelés .

— SoitP = a,X"+a, X" ' +---+a; X +ay, un polyndme avec a,, # 0.
On appelle le mondme a,X". Le coefficient a, est
appelé le de P.

— Si le coefficient dominant est 1, on dit que P est un

23.2. Arithmétique des polyndomes

SoientA, B € K[X], onditque B As’il existe Q € K[X ] tel que A= BQ.
On note alors B|A. On dit aussi que A est multiple de B ou que A est divisible
par B.

Théoreme (Division euclidienne des polynomes). Soient A,B € K[X], avec
B # 0, alors il existe un unique polynéme Q et il existe un unique polynéme
R tels que :

A=BQ+R et degR<degB.

Q est appelé le etRle et cette écriture est la
de A par B.
Notez que la condition degR < degB signifie R = 0 ou bien 0 < degR <

degB.

Enfin R = O si et seulement si BJA.

Exemple. On pose une division de polyndmes comme une division eucli-
dienne de deux entiers. Par exemple si A = 2X% — X% —2X2? +3X — 1 et
B=X2—X+1. Alors on trouve Q =2X2+X —3 et R=—X + 2.

2X*—x%—-2x2+3x—-1| X?>-X+1
2x* —2x3 + 2x2
X3—4x24+3X—1 | 2x?>+Xx-3
X:-Xx*+X
—3x%+2x—1
—3X*+3X -3
—X +2
Le (plus grand commun diviseur) de A et B est I'unique polynéme

unitaire de plus grand degré qui divise a la fois A et B.

Algorithme d’Euclide. Soient A et B des polynoémes, B # 0. SiA=BQ+R
alors pged(A, B) = pged(B, R). On calcule des divisions euclidiennes succes-
sives,

A=BQ{+R, degR; < degB
B=R;Q,+R, degR, < degR;
degR3; < degR,

R1 =RyQ3+R3

Le degré du reste diminue a chaque division. Le pgcd est le dernier reste
non nul Ry (rendu unitaire).

Aet B sont si pged(A, B) = 1. Pour A, B quelconques on
peut se ramener a des polyndmes premiers entre eux : si pged(A,B) = D
alors A et B s'écrivent : A= DA’, B = DB’ avec pgced(A’,B’) = 1.
Théoréme (de Bézout). Soient A,B € K[X] des polyndmes avec A # 0 ou
B # 0. On note D = pgcd(A, B). Il existe deux polynémes U,V € K[X] tels
que AU +BV =D.

Corollaire. Soient A et B deux polynémes. A et B sont premiers entre eux si
et seulement s’il existe deux polynémes U et V tels que AU +BV = 1.
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Corollaire. Soient A,B,C € K[X] avec A# 0 ou B # 0. Si C|A et C|B alors
C|pged(A, B).

Corollaire (Lemme de Gauss). Soient A,B,C € K[X]. Si ABC et
pgcd(A,B) =1 alors A|C.

23.3. Racine d’un polyn6éme, factorisation

a € K est une (ou un )de P e K[X]siP(a)=0.
P(a)=0 < X—adiviseP
a est une de P est équivalent a I'une des propriétés
suivantes :
@) P(a)=P'(a)=---=PE&D(a)=0et PX(a) 0.

(i) 1l existe Q € K[X] tel que P = (X — a)*Q, avec Q(a) # 0.

(i) (X — a)k divise P alors que (X — a)**1 ne divise pas P.
Théoreme (Théoréme de d’Alembert-Gauss). Tout polynéme a coefficients
complexes de degré n = 1 a au moins une racine dans C. Il admet exactement
n racines si on compte chaque racine avec multiplicité.

Exemple. Soit P(X) = aX? + bX + ¢ de degré 2 a coefficients a, b, ¢ réels.

— Si A=b%—4ac>0, P a 2 racines réelles distinctes _bzia‘/z.
. . . ( —bxi4/IA
— Si A <0, P a2 racines complexes conjuguées b;—all.

— Si A =0 P a une racine réelle double ;—g.
Polyndémes irréductibles
— Un polynéme P est donc un polyndéme non constant
dont les seuls diviseurs de P sont les constantes ou P lui-méme (a
une constante multiplicative pres). Cela correspond a la notion de
nombre premier pour 'arithmétique de Z.
— Dans le cas contraire, P est : il existe A,B € K[X] tels
que P =AB, avec degA > 1 et degB > 1.
Théoréme (Factorisation sur C et R).
1. Tout polynéme unitaire s’écrit de maniére unique comme un produit
de polynémes irréductibles unitaires.
2. Les polynémes irréductibles de C[X ] sont les polynémes de degré 1.
Tout P € C[X] se factorise en produit de polynémes de degré 1 dans
C[X].
3. Les polynémes irréductibles de R[X ] sont les polynémes de degré 1 et
ceux de degré 2 ayant un discriminant A < 0.
Tout P € C[X] se factorise en produit de polynémes irréductibles de
degré 1 ou 2 dans C[X].
Exemple. Soit P(X) = X*+1.
— Sur C. D’abord P(X) = (X2 +1i)(X% —1). Les racines de P sont les
racines carrées complexes de i et —i. Ainsi P se factorise dans C[X ] :

PX) = (X— L +D))(X + 2 +D)(x—21—1)) (X + LR (1-1))
— Sur R on regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées :

PO =[Xx2+v2X +1][X? - v2X +1]

23.4. Fractions rationnelles
Une a coefficients dans K est une expression de la
forme F = % ol P,Q € K[X] sont deux polyndmes et Q # 0.

Théoréme (Décomposition en éléments simples sur C). Soit P/Q une frac-
tion rationnelle avec B,Q € C[X], pged(PBQ) =1et Q = (X —a;y )1 -+ (X —
a,)*r. Alors il existe une et une seule écriture :

P a a ai k

Z = EX) +—2 2 Dk

Q X —ap)kt (X —ap)al X—ay)
azi a2,ky

TS PR e

Le polynoéme E s’appelle la (ou ). Les

termes sont les sur C.

_a
X—a)
Théoréme (Décomposition en éléments simples sur R). Soit P/Q une frac-
tion rationnelle avec P,Q € R[X ], pgcd(P,Q) = 1. Alors P /Q s’écrit de maniére
unique comme somme :

— d’une partie polynomiale E(X),

— d’éléments simples du type ﬁ,
— d’éléments simples du type %,
ott les X — a et X% + aX + f3 sont les facteurs irréductibles de Q(X) et les ex-
posants i sont inférieurs ou égaux a la puissance correspondante dans cette
factorisation.



24. Groupes
24.1. Définition

Un (G, *) est un ensemble G auquel est associé une opération » (la
) vérifiant les quatre propriétés suivantes :

1. pour tout x,y € G, x*y € G (xestune
)
2. pourtoutx,y,z€G, (xxy)xz=x*(y*z) (laloiest
)
3. ilexistee e Gtelque Vx€G,xrxe=x et exx=x (eest
r )

/

4. pour tout x € G ilexiste x’ € Gtel que x*x'=x"*x=e (x

est] de x et est noté x 1)
Si de plus 'opération vérifie

pour tout x,y € G, X*xy=yx*x,
on dit que G est un groupe (ou ).
Exemples.
— (R*, x), (Q*, x), (C*, x) sont des groupes commutatifs.
— (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes commutatifs.
— Lensemble des matrices n x n inversibles, muni de la multiplication
des matrices x, forme un groupe (¥(,, x), il est non-commutatif car
en général M x M’ # M’ x M.
Puissance. Soit un groupe (G, *) et x € G.
— x" =X KX Kok X,

————
n fois
— xO=e¢,
J— an_x—l*“_*x—l'
[ ————
n fois

Pour x,y € G et m,n € Z nous avons :
XMyt = yn
B (xm)n — mel
— (x*y)t=ylxx7!, attention a I'ordre!
— Si (G, *) est commutatif alors (x  y)" = x™ x y".

24.2. Sous-groupes

Soit (G, *) un groupe. Une partie H C G est un de Gsi:

1. e€H,
2. pourtoutx,y € H,onaxxy€H,
3. pour tout x €H,onax ! €H.

Notez qu’un sous-groupe H est aussi un groupe (H, ). La facon la plus ra-
pide de montrer que (H, ) est un groupe est donc de montrer que c’est un
sous-groupe d’un groupe (G, ).
Criteére pratique pour prouver que H est un sous-groupe de G est :

— H contient au moins un élément,

— etpourtout x,y € H, x+y ! € H.
Exemples :

— (R%, x) est un sous-groupe de (R*, x).

— (U, x) est un sous-groupe de (C*,x),ouU={z€C||z| =1}.

— (Z,+) est un sous-groupe de (R, +).

— {e} et G sont les du groupe G.

Proposition. Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, pour n € Z.

Lensemble nZ désigne 'ensemble des multiples de n : nZ = {k-n |k e Z}.

Soit (G, *) un groupe et E C G un sous-ensemble de G. Le

par E est le plus petit sous-groupe de G contenant E.
Exemple : dans (Z,+) et E = {a, b}, le sous-groupe engendré est H = nZ
ou n = pgcd(a, b).

24.3. Morphismes de groupes

Soient (G, x) et (G’, o) deux groupes. Une application f : G — G’ est un
si:

flexx)=f(x)of(x)

pour tout x,x’ € G
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Exemple : exp : (R, +) = (R%, x), exp(x + x") = exp(x) x exp(x”).
Pour un morphisme

— fleg) =eg,

— pour tout x € G, f(x1) = (f(x))_l.
Un morphisme bijectif est un . Deux groupes G, G’ sont

g'il existe un morphisme bijectif f : G — G'.

Exemple : exp : (R, +) — (R}, x) est un isomorphisme bijectif, sa bijection
réciproque étant le morphisme : In : (R}, x) — (R, +) avec In(x x x') =
In(x) +In(x").
Noyau et image
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

— Le de f est

Kerfz{xeGIf(x)zeG«}

Le noyau est donc 'ensemble des éléments de G qui s’envoient par
f sur Pélément neutre de G’.
— U de f est

Imf ={f(x)|x G}

Ce sont les éléments de G’ qui ont (au moins) un antécédent par f.

Proposition. Soit f : G—> G’ un morphisme de groupes.
1. Kerf est un sous-groupe de G.

. Im f est un sous-groupe de G’.

2,
3. |f est injectif si et seulement si Ker f = {eg} |
4

. f est surjectif si et seulement si Im f = G’.

24.4. Le groupe Z/nZ

Fixons n = 1. Z/nZ est 'ensemble
z/nZ={0,1,2,...,n—1}

ou p désigne la classe d’équivalence de p modulo n.

| P=2<=p=gmodn |

ouencorep=q<=>Jke€Z p=q+kn.
X sur Z/nZ est définie par : p+q=p +q.
Proposition. (Z/nZ,+) est un groupe commutatif de cardinal n

L'élément neutre est 0. Lopposé de kest—k=—k=n—k.
Groupes cycliques de cardinal fini
Un groupe (G, x) est un groupe
que :

s’il existe un élément a € G tel

pour tout x € G, il existe k € Z tel que x = a*
Autrement dit le groupe G est engendré par un seul élément a.
Le groupe (Z/nZ,+) est un groupe cyclique. En effet il est engendré par
a =1, car tout élément k sécritk=1+1+---1=k-1.
| S —
k fois
Théoréme. Si (G, *) un groupe cyclique de cardinal n, alors (G,*) est iso-
morphe a (Z/nZ,+).

24.5. Le groupe des permutations

Fixons un entier n = 2.

Proposition. Lensemble des bijections de {1,2,...,n} dans lui-méme, muni
de la composition des fonctions est un groupe, noté (<, °). Le cardinal de &,
estn!.

Une bijection de {1,2,...,n} (dans lui-méme) s’appelle une
Le groupe (,, o) s’appelle le (oule
)

L'élément neutre du groupe est I'identité id, le produit est ici la composition
et l'inverse correspond a la bijection réciproque.



25. Systemes linéaires

25.1. Introduction aux systemes d’équations linéaires

Deux droites dans le plan
Calculer I'intersection de deux droites D; et D, du plan équivaut a résoudre
le systéme :
ax+b = e
{ idy = 7 )
Trois cas :
1. Les droites D; et D, se coupent en un seul point : le systeme (S) a
une seule solution.
2. Les droites D et D, sont paralléles : le systéme (S) n’a pas de solu-
tion.
3. Les droites D; et D, sont confondues : le systéme (S) a une infinité
de solutions.

y y y
D, Dy

Résolution par la méthode de Cramer
On note “C”d’| =ad —bc le . Siad — bc # 0, on trouve une
unique solution a (S) dont les coordonnées (x, y) sont :

e b a e
f od c f
“la b B b
c d c d

Résolution par inversion de matrice
En termes matriciels, le systéme linéaire(S) est équivalent a

v (2 ) =) v=()

Sile déterminant de la matrice A est non nul alors la matrice A est inversible

et
_ 1 ( d —b)
T ad—bc\—¢ a

et 'unique solution X = (f,) du systéme est donnée par

Al

X =Aly.

25.2. Théorie des systemes linéaires

On appelle dans les variables (ou ) X155,
toute relation de la forme
a1x1+~~+apxp=b, (@D)

oliay,...,a, et b sont des nombres réels donnés.
Forme générale d'un

ajpxq +(112X2 +a13x3 + +a1pxp = b1

ag1Xq +assXo +as3xs + +aszp = bz

a;1 X1 +ai2x2 +(11'3X3 + +aipxp = bi

An1Xx1  +apaxs  H+apzxs  + +apx, = by
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— Les nombres a;5, i = 1,...,n, j = 1,...,p, sont les du
systéme. Ce sont des données. Les nombres b;, i = 1,...,n, consti-
tuent le du systeme et sont également des données.

— Une du systéme linéaire est une liste de p nombres réels
(51,825 ---,5p) (un p-uplet) tels que si I'on substitue s; pour x,
Sy pour Xx,, etc., dans le systéme linéaire, on obtient une égalité.
r est ’'ensemble de tous ces p-
uplets.

— On dit que deux systémes linéaires sont
méme ensemble de solutions.

s’ils ont le

Théoreme. Un systéme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une
seule solution, soit une infinité de solutions.

— Un systéme linéaire qui n’a aucune solution est dit .

— Un c’est lorsque le second membre est nul :
by = by =--- = b, = 0. De tels systémes sont toujours compatibles
car ils admettent toujours la solution triviale sy =sy =-++ =5, =0.

25.3. Résolution par la méthode du pivot de Gauss

Un systeme est si:

— le nombre de coefficients nuls commengant une ligne croit stricte-

ment ligne apreés ligne.
1l est si en plus :

— le premier coefficient non nul d’une ligne vaut 1;
— et Cest le seul élément non nul de sa colonne.

Opérations sur les équations d’un systéme

Les trois opérations élémentaires sur les équations sont :

1. L; < AL; avec A # 0 : on peut multiplier une équation par un réel
non nul.

2. Ly« Li+AL;avec A €R (et j # i) : on peut ajouter a 'équation L;
un multiple d’'une autre équation L;.

3. L; <> L; : on peut échanger deux équations.

Ces trois opérations élémentaires ne changent pas les solutions d’'un sys-
téme linéaire; autrement dit ces opérations transforment un systéme li-
néaire en un systéme linéaire équivalent.

Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss permet de trouver les solutions de n’importe
quel systeme linéaire par des opérations élémentaires sur les lignes. Les
étapes sont :

1. Passage a une forme échelonnée.
2. Passage a une forme réduite.
3. Solutions.

Théoréme. Tout systéme homogéne d’équations linéaires dont le nombre d’in-
connues est strictement plus grand que le nombre d’équations a une infinité
de solutions.



26. Matrices

26.1. Définition

Un matrice de n x p (n lignes et p colonnes) :

i Ay - Q5 ... Qp
a1 as o e az’j “es a2,p

A= T ) ou A=(a;;)i<i<n
a1 Ao aij Aip C¥ )1\;2p
an’l an’z .. an,j N an’p

Lensemble de telles matrices est noté My, ,(K).
— Sin=p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est

dite . On note M,(K) au lieu de M, ,(K).
apy  ap ain
azy1  doo asn
an1 an 2 an,n

Les éléments a; 1,dz 3, . .., 0, , forment la
— La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros
est appelée la et est notée 0, , ou plus simplement 0.

Définition (Somme de deux matrices). Soient A et B deux matrices ayant
la méme taille n x p. Leur C = A+ B est la matrice de taille n x p
définie par

Cij = al-j + bl]

Définition (Produit d'une matrice par un scalaire). Le produit d'une ma-
trice A = (aij) de M, ,(K) par un scalaire a € K est la matrice (aaij)
formée en multipliant chaque coefficient de A par a. Elle est notée a-A (ou
simplement aA).

26.2. Multiplication de matrices

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre
de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Définition (Produit de deux matrices). Soient A = (a; j) une matrice n X p
et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le produit C = AB est une matrice nxq
dont les coefficients c;; sont définis par :

p
ij = Zaikbkj
k=1

Cij = ailblj +ai2b2j +---+ aikbk]- +-- +al-pbpj.

Proposition.
1. A(BC)=(AB)C : associativité,
2. ABB+C)=AB+AC et (B+C)A=BA+ CA: distributivité,
3. A-0=0 e 0-A=0.
Pieges a éviter
— Premier piége. Le produit de matrices n’est pas commutatif en gé-
néral.
— Deuxiéme piege. AB = 0 n’implique pas A= 0 ou B =0.
— Troisiéme piége. AB = AC n’'implique pas B =C.
La matrice carrée suivante est la

10 ... 0
01 ... 0
I,= )
0 0 1

Proposition. Si A est une matrice n x p, alors

I,-A=A et
Puissance

SiA € M, (K) est une matrice carrée, on peut multiplier une matrice carrée
par elle-méme : on note A = AxA, A> = AxAxA. La formule de récurrence
est A = I, et AP*! = AP x A pour tout p € N.
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26.3. Inverse d’une matrice : définition

Définition (Matrice inverse). Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il
existe une matrice carrée B de taille n x n telle que

AB=I et BA=I,

on dit que A est . On appelle BT’ et on la note AL

11 suffit en fait de vérifier une seule des conditions AB = I ou bien BA=1I.
Lensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,(K).
Proposition.

— Si Aest inversible, alors son inverse est unique.
— Soit A une matrice inversible. Alors A™! est aussi inversible et on a :

@ahH1l=4|
— Soient A et B dewx matrices inversibles de méme taille. Alors AB est in-
versible et
de Uordre!
— Soient A et B deux matrices de M,,(K) et C une matrice inversible de
M, (K). Alors Uégalité AC = BC implique égalité A= B.

| Il faut bien faire attention a lUinversion

26.4. Inverse d’une matrice : calcul

d
Proposition. Si ad — bc # 0, alors A est inversible et

. (d —b
ad—bc \ —¢ a

Méthode de Gauss pour inverser les matrices

La méthode pour inverser une matrice A consiste a faire des opérations élé-
mentaires sur les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice
identité I. En pratique, a coté de la matrice A que I'on veut inverser, on
rajoute la matrice identité pour former un tableau (A | I). Sur les lignes de
cette matrice augmentée, on effectue des opérations élémentaires jusqu’a
obtenir le tableau (I | B). Et alors B=A"".

Ces opérations élémentaires sur les lignes sont :

Considérons la matrice 2 x 2 : A= ((Cl b) .

Al=

1. L; « AL; avec A # 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non
nul (ou un élément de K\ {0}).

2. L; < Ly +AL; avec A € K (et j # i) : on peut ajouter a la ligne L;
un multiple d’'une autre ligne L;.

3. L; <> L; : on peut échanger deux lignes.

26.5. Inverse d’'une matrice : systemes linéaires

ay; ... Qg X1 b,
asy . dopn X bz
an1 Ann Xn bn

A X B

Proposition. Si la matrice A est inversible, alors la solution du systéme li-
néaire AX = B est unique et est :

26.6. Matrices triangulaires, transposée...

Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est
si ses éléments au-dessus de la diagonale sont nuls, autrement dit :

i<j = aq;=0.

Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante :

ap 0 0
21 d22

0
An1 An2 e e Ann

On dit que A est si ses éléments en-dessous de la

diagonale sont nuls, autrement dit :

i>j = a;=0.

ij



Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante :

di; diz din
0 ¢S] Aon
0 e e 0  an

Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est
dite . Autrement dit : i # j = a;; =0.

Théoreme. Une matrice A de taille n x n, triangulaire, est inversible si et
seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls.

Soit A la matrice de taille n x p

ap;; a2 aip
az; Az 2p
A= .

an1 Ana anp
Définition. On appelle de Ala matrice AT de taille pxn
définie par :

app 41 .- Ap

a2 a2 n2

AT =
dip  A2p Anp

Autrement dit : le coefficient  la place (i, j) de AT est aj;. Ou encore la i-
éme ligne de A devient la i-me colonne de AT (et réciproquement la j-éme
colonne de AT est la j-éme ligne de A).

36

Notation : La transposée de la matrice A se note aussi souvent ‘A.
Théoreme.

1. A+B)T =AT +BT

2. (aA)T =aAT
AN =4

s [y =oa]
5

Si A est inversible, alors AT Uest aussi et on a (AT)™1 = (@A 1)T.

@

Notez bien I'inversion : (AB)T = BTAT.

Définition. La d’une matrice carrée A € M,,(K) est le nombre obtenu
en additionnant les éléments diagonaux de A. Autrement dit,

trA=aj; +agy +---+ay,.

Théoreme. Soient A et B deux matrices n x n. Alors :

1. tr(A+B) =trA +trB,

2. tr(aA) = a trA pour tout a €K,

3. tr(AT) =tra,

4. |tr(AB) = tr(BA) |
Définition. Une matrice A de taille n x n est si elle est égale
A sa transposée, Clest-a-dire si A = AT, ou encore si a;j = aj; pour tout

i,j =1,...,n. Les coefficients sont donc symétriques par rapport a la dia-
gonale.

Définition. Une matrice A de taille n x n est
c’est-a-dire si a;; = —a;; pour tout i,j =1,...,n.

siAT = —A,



27. Lespace vectoriel R"

27.1. Vecteurs de R"

u; vy up +v; —uy
Siu= Cv= etAeR utv= —u=
U, Vn u, +v, —Up

Auy 0

Au= : 0=0gn=|":

Au, 0

Propriétés définissant 'espace vectoriel R" :
1. u+tv=v+u

A (ueu)=(Au)u
A (u+v)=A-u+ Ay
8. (A+u)u=A-u+p-u
Produit scalaire
— u,v sont

2. u+(v+w)=@+v)+w
3. u+0=0+u=u

4, u+(—u)=0

5. 1-u=u

6

7

ssidA, ueR, Au+uv =0, (A,u) # (0,0)

n
(U vy =uyvy + vy + - upvy = uvy = [lull vl cos £(u,v)
i=1

lull = V(u | u) = /ud+ - +u2

— En dimension 3 uniquement, le est:
U V1 UpV3 —U3Vy
UAVv=|uUg |A|Vy | =] U3V —UyVs
us V3 Uyva —uUsVy
— le

u Vi W
[wv,w]=(u|vAw)=det(u,v,w)=|uy vy Wy
us vz wg
Propriétés du produit scalaire et du produit vectoriel :

1. (viuy=(ul|v)

2. (Au+u' | vy =Aul|v)+ @ |v)

3. 1Aull = 1AL flull

4. llu+v| < |lul] + |lvl| avec égalité ssi u et v colinéaires (inégalité

triangulaire)
5 vAu=—uAv,uAu=0
6. (Au+u)IAv=AuAv)+u Av
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27.2. Exemples d’applications linéaires
En notation matricielle, f : RP — R" est une si
X1

fX)=AX ou X = € R" et A € M, ,(R) est une matrice notée

Mat(f).

Dans le plan R?.

x b'e 1 0 X
réflexion par rapport a 'axe (Ox =
partapp (©x) (y) ” (—y) (0 —1) (y)
x —X -1 0)\(x
réflexion par rapport a I'axe (O — =
partapp ©) (y) (y) (0 1)(y)
- e X Ax\ _ (A 0)\(x
homothétie de rapport A, centrée a l'origine (y) — (ly) = (0 A) (y)
. ) (N P x cosf —sinB)(x
rotation d’angle 6, centrée a l'origine =
y sinf cos@ J\y
A , X x)_ (1 0)\(x
projection sur 'axe (Ox) (y) — (0) = (0 0) (y)
Dans l’espace R>.
X X 1 0 O X
réflexion par rapport au plan (Oxy) yl—=|y|=10 1 0 y
Z —Z 0 0 -1 z
x cos@ —sinf@ O0) [x
rotation d’angle 6 d’axe (Oz) y|—|sin6 cos® Offy
b4 0 0 1 b4

27.3. Propriétés des applications linéaires
— f :RP — R" est linéaire ssi
YA ueR,Vu,v €RP, f(Au+pv) =Af (W) +uf(v)

— Mat(f o g) = Mat(f) x Mat(g)
— Si f est bijective, Mat(f 1) = Mat(f)~!.



28. Espaces vectoriels

K désigne un corps, par exemple R.

28.1. Espace vectoriel (début)

Définition. Un est un ensemble non vide E muni :
— d’une loi de composition interne, c’est-a-dire d’'une application de

EXEdansE:
EXE — E

(w,v) - u+v

— d’une loi de composition externe, c’est-a-dire d’une application de

K x E dans E :
KxE — E

(Au) - A-u

qui vérifient les propriétés suivantes :
1. u+v=v+u (pourtousu,v€E)
2. u+(v+w)=(@+v)+w

3. 1l existe un
u€EE)

4. Toutu € E admet un
u’ est noté —u.

(pour tous u,v,w € E)

Op €Etelqueu+0; =u (pour tout

u’ tel que u+u’ = 0g. Cet élément

5. 1-u=u (pourtoutu € E)
6. A-(u-u)=(Au)-u (pourtous A,u €K, uckE)
7. A-(u+v)=A-u+A-v

8. (A+u)-u=2A-u+p-u

(pour tous A €K, u,v € E)
(pour tous A,u €K, u € E)

Exemple fondamental : E = R" est un K-espace vectoriel.
— Addition : (xq,...,Xx,) +(x], ..., %) = (1 +x7,...,x, +x7).

— Multiplication par un scalaire : A - (x1,...,x,) = (Axq,...,Ax,).
— Lélément neutre : vecteur nul (0,0,...,0).
— Le symétrique de (xq,...,x,) est (—xq,...,—X,), que l'on note

—(Xl,. -~;xn)'

28.2. Espace vectoriel (fin)

Vocabulaire :
— Un élément de E est un
— Un élément de K est un
— Lélément neutre O s’appelle le
— Pour chaque u € E, son (ou

. I est unique.
) —u est unique.

Proposition. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soientu € E et A € K.
Alorsona:

1. 0u=OE
2. A-05 =0
3. (-1)-u=—u

4. |A~u=05 < A=0 ou u=OE|

Exemple. Lespace vectoriel & (R, R) des fonctions de R dans R.
— Soient f et g deux éléments de Z (R, R). La fonction f +g est définie
par: (f + g)(x) = f(x)+ g(x) (pour tout x € R).
— Soit A € R. La fonction A - f est définie par (A - f)(x) = A x f(x)
(pour tout x € R).
— Lélément neutre est la fonction nulle, définie par f(x) = 0 pour
tout x € R.
— Le symétrique de f est —f définie (—f)(x) = —f(x) (pour tout
x €R).
Autres exemples :
— Lensemble #des suites réelles (u, ) ey est un R-espace vectoriel.
— Lensemble M, ,(R) des matrices & n lignes et p colonnes a coeffi-
cients dans R est un R-espace vectoriel.
— Lensemble R[X] des polyndmes est un espace vectoriel.

28.3. Sous-espace vectoriel (début)

Définition. Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un
si:
— 0p€F,
— u+veF pourtousu,v €F (F est stable pour 'addition),
— A-u€F pour tout A € K et tout u € F (F est stable pour la multi-
plication par un scalaire).

Exemples :
— Lensemble des fonctions continues sur R est un sous-espace vecto-
riel de 'espace vectoriel des fonctions de R dans R.
— Lensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vec-
toriel de I'espace vectoriel des suites réelles.
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— Soit A € M, ,(R). Soit AX = 0 un systéme d’équations linéaires ho-
mogeénes a p variables. Alors I'ensemble des vecteurs solutions est
un sous-espace vectoriel de RP.

Un sous-espace vectoriel est lui-méme un espace vectoriel.

Théoreme. Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F est lui-méme un K-espace vectoriel pour les lois induites par E.

Méthodologie. Pour répondre a une question du type « Lensemble F est-il
un espace vectoriel ? », une facon efficace de procéder est de trouver un
espace vectoriel E qui contient F, puis prouver que F est un sous-espace
vectoriel de E.

28.4. Sous-espace vectoriel (milieu)

Soit n 2 1 un entier, soient v, Vs, ...
E. Tout vecteur de la forme

,Vn, 1 vecteurs d'un espace vectoriel

u=2Av; +Avo +--+ A, v,

est appelé des vecteurs vq,V,,...,V,. Les scalaires
A1, Ag,..., Ay € K sont appelés de la combinaison linéaire.
Remarque : si n =1, alors u = A,v; et on dit que u est av;.

Théoréme. Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E. F
est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

Au+uv €F pour tout u,v € F et tout A,u € K.

Proposition (Intersection de deux sous-espaces). Soient F,G deux sous-
espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E. Lintersection F N G est un sous-
espace vectoriel de E.

La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas en général un
sous-espace vectoriel de E.

28.5. Sous-espace vectoriel (fin)

Définition (Somme de deux sous-espaces). Soient F et G deux sous-
espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E. Lensemble de tous les élé-
ments u + v, ol u est un élément de F et v un élément de G, est appelé
des sous-espaces vectoriels F et G. Cette somme est notée F + G.
On a donc
F+G={u+v|u€F,v€G}.

G

F+G

Proposition.
1. F + G est un sous-espace vectoriel de E.
2. F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant a la fois F et G.

Définition (Somme directe de deux sous-espaces). Soient F et G deux

sous-espaces vectoriels de E. F et G sont en dans E si :
— FNG={0g},
— F+G=E.
On note alors F®G = E et on dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels
dans E.

Proposition. F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout élé-
ment de E s’écrit d’'une maniére unique comme la somme d’'un élément de F
et d’'un élément de G.

Exemple. Dans le R-espace vectoriel Z (R, R) des fonctions de R dans R, le
sous-espace vectoriel des fonctions paires & et le sous-espace vectoriel des
fonctions impaires .# sont supplémentaires : & & .4 = Z(R,R).

Théoréme (Sous-espace engendré). Soit {vy,...,v,} un ensemble fini de
vecteurs d’'un K-espace vectoriel E. Alors :
— Lensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {vi,...
un sous-espace vectoriel de E, appelé
et noté Vect(vy, ..., v,)-
Ainsi : u € Vect(vq,...,v,)
K telsque u=A;vi+--+2A,v,
— Clest le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs
Vi,...,Vy (si F est un sous-espace vectoriel de E contenant aussi les
vecteurs vy, ..., v, alors Vect(vq,...,v,) C F).

,Vn} est

= il existe Aq,...,A, €



28.6. Application linéaire (début)

Définition. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f de
E dans F est une si elle satisfait aux deux conditions
suivantes :

1. f(u+v)=f(w)+f(v), pourtousu,ve€E;

2. f(A-u)=A-f(u), pour tout u € E et tout A € K.

Lapplication f est linéaire si et seulement si, pour tous u,v € E et pour
tous A, u €K,

fQu+pv)=2Af W)+ pf(v)

Plus généralement, une application linéaire f préserve les combinaisons
linéaires.

Exemple. Pour une matrice fixée A € M,, ,(R), I'application f : R — R"
définie par f(X) = AX est une application linéaire.

Proposition. Si f est une application linéaire de E dans F, alors :

— f(0g)=0p,
— f(—u)=—f(u), pour toutu € E.
Vocabulaire :
— L ,notée idg : f : E— E, f(u) = u pour tout
u€eE.
— Une application linéaire de E dans F est aussi appelée
ou d’espaces vectoriels. L'ensemble des applica-

tions linéaires de E dans F est noté Z(E,F).
— Une application linéaire de E dans E est appelée
de E. Uensemble des endomorphismes de E est noté £ (E).

28.7. Application linéaire (milieu)

Symétrie centrale et homothétie.

Soit E un K-espace vectoriel. s : E — E, s(u) = —u est linéaire et s’appelle
la .Pour A €K, hy : E = E, h;(u) = Au est linéaire et
s’appelle I’ de rapport A.

s(u)=—u

Projection.

Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires dans E, c’est-a-dire E = F & G. Tout vecteur u de E s’écrit de
facon uniqueu=v+wavecveFetweG. La sur F paralléle-
ment & G est lapplication p : E — E définie par p(u) = v.
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— Une projection est une application linéaire.
— Une projection p vérifie I'égalité p> = p. Note : p?> = p signifie
pop=p, cest-a-dire pour toutu € E : p(p(u)) =p(w).

28.8. Application linéaire (fin)

Image
Rappels. Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.
SoitACE. L de A par f est 'ensemble des images par f des
éléments de A, appelé f(A) = {f ()| x EA}. C’est un sous-ensemble de F.
Soit maintenant E et F des K-espaces vectoriels et f : E — F une applica-
tion linéaire.

f(E) sappelle I’

Proposition.

de 'application linéaire f et est noté Imf.

1. Imf est un sous-espace vectoriel de F.

2. Plus généralement, si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E)
est un sous-espace vectoriel de F.

Par définition de 'image directe :
f est surjective si et seulement si Im f =F.
Noyau

Définition (Définition du noyau). Soient E et F deux K-espaces vectoriels
et f une application linéaire de E dans F. Le de f, noté Ker(f), est
I'ensemble des éléments de E dont 'image est O :

| Ker(n)={xeB 1/ =0F) |

Autrement dit, le noyau est 'image réciproque du vecteur nul de 'espace
d’arrivée : Ker(f) = f {0z}

Proposition. Le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple. Un plan & d’équation (ax + by + cz = 0), est un sous-espace
vectoriel de R®. En effet c’est le noyau de I'application linéaire f : R® —» R
définie par f(x,y,z) =ax+ by +cz.

Théoreme (Caractérisation des applications linéaires injectives).

f injective < Ker(f)= {OE} |

En particulier, pour montrer que f est injective, il suffit de vérifier que :
si f(x) = 0p alors x = Og.
Lespace vectoriel Z(E,F)

Proposition. Lensemble des applications linéaires entre deux K-espaces vec-
toriels E et F, noté £ (E, F) est un K-espace vectoriel.

Composition et inverse d’applications linéaires

Proposition (Composée de deux applications linéaires). Soient E, F, G trois
K-espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F et g une applica-
tion linéaire de F dans G. Alors g o f est une application linéaire de E dans
G.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
— Une application linéaire bijective de E sur F est appelée
d’espaces vectoriels. Les deux espaces vectoriels E et F sont
alors dits .
— Un endomorphisme bijectif de E (c’est-a-dire une application li-
néaire bijective de E dans E) est appelé de E. Len-
semble des automorphismes de E est noté GL(E).



29. Dimension finie

E est un K-espace vectoriel.

29.1. Famille libre

Une famille {v{,v,,...,v,} de E est une ou
si toute combinaison linéaire nulle

Avi+Agvy +--+ Ay, =0
est telle que tous ses coefficients sont nuls, c’est-a-dire

=0, A,=0, A, =0.

Dans le cas contraire, c’est-a-dire s’il existe une combinaison linéaire nulle
a coefficients non tous nuls, on dit que la famille est ou

Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel. Une famille F = {v,v,,...,v,} de
p = 2 vecteurs de E est une famille liée si et seulement si au moins un des
vecteurs de F est combinaison linéaire des autres vecteurs de F.

Exemples :
— Dans R? ou R?, deux vecteurs sont linéairement dépendants si et
seulement s'ils sont colinéaires.
— Dans R, trois vecteurs sont linéairement dépendants si et seule-
ment s'ils sont coplanaires.

Proposition. Soit & = {v1,V,,...,v,} une famille de vecteurs de R". Si &
contient plus de n éléments (c’est-a-dire p > n), alors F est une famille liée.

29.2. Famille génératrice

Une famille {vy,...,v,} de vecteurs de E est une de
'espace vectoriel E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des
vecteurs vy, ..., V,. Ce qui peut s’écrire aussi :

VveE A, A, €K V=2t A,
On dit aussi que la famille {v,,...,v,} l’espace vectoriel E.
Les vecteurs {vq,...,v,} forment une famille génératrice de E si et seule-
ment si E = Vect(vy,...,v,).

Proposition. Soit & = {vl,vz, . ..,vp} une famille génératrice de E. Alors
F' = {v{, Voseons vé} est aussi une famille génératrice de E si et seulement si
tout vecteur de F est une combinaison linéaire de vecteurs de .

29.3. Base

Une famille 8 = (v1,Vy,...,V,) de vecteurs de E est une de E si &

est une famille libre et génératrice.

Théoreme. Si B = (vq,Vy,...,V,) est une base de E, alors tout vecteur v € E
s’exprime de fagon unique comme combinaison linéaire d’éléments de B. Au-
trement dit, il existe des scalaires A1, ..., A, € K uniques tels que :

V=2V +AVy -+ AV,

V=24V + A0,

Exemples :
1 0 0
0 1
— Les vecteurs de K" : ¢; = : e =1 . en=1|":
: 0
0 1

0
forment une base de K", appelée la de K".
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— La base canonique de R,[X] est # = (1,X,X2,...,X™). Attention,
ilyan+1 vecteurs!

Théoréme (Théoréme d’existence d’une base). Tout espace vectoriel admet-
tant une famille finie génératrice admet une base.

Théoréme (Théoréme de la base incompleéte). Soit E un K-espace vectoriel
admettant une famille génératrice finie.

1. Toute famille libre & peut étre complétée en une base. C’est-a-dire
qu’il existe une famille & telle que £ U F soit une famille libre et
génératrice de E.

2. De toute famille génératrice ¢ on peut extraire une base de E. C’est-
a-dire qu'il existe une famille B C ¥ telle que 9B soit une famille libre
et génératrice de E.

29.4. Dimension d’un espace vectoriel

Un K-espace vectoriel E admettant une base ayant un nombre fini d’élé-
ments est dit de .

Par le théoréme d’existence d’une base, c’est équivalent a I'existence d’'une
famille finie génératrice.

Théoréme (Théoréme de la dimension). Toutes les bases d’un espace vecto-
riel E de dimension finie ont le méme nombre d’éléments dim E.

Exemples :
— Plus généralement, K" est de dimension n, car par exemple sa base
canonique (e, ey, ..., e,) contient n éléments.
— dimR,[X]=n+1 car une base de R,[X] est (1,X,X?,...,X"), qui
contient n + 1 éléments.
Les espaces vectoriels suivants ne sont pas de dimension finie :
— R[X] : Pespace vectoriel de tous les polynémes,
— Z(R,R) : l'espace vectoriel des fonctions de R dans R.
Théoreme. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, et F =
(v1,...,vy) une famille de n vecteurs de E. Il y a équivalence entre :
(i) & est une base de E,
(ii) & est une famille libre de E,
(iii) Z est une famille génératrice de E.

29.5. Dimension des sous-espaces vectoriels

Théoreme. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1. Alors tout sous-espace vectoriel F de E est de dimension finie et dim F <
dimE.
2. F=E < dimF =dimE.
Vocabulaire.
— un sous-espace vectoriel de dimension 1 est appelé

>

— un sous-espace vectoriel de dimension 2 est appelé s

— un sous-espace vectoriel dimension n— 1 dans un espace vectorie
de dimension n est appelé

Corollaire. Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vec-
toriels de E. On suppose que F est de dimension finie et que G C F. Alors :

F=G < dimF =dimG

Autrement dit, sachant qu'un sous-espace est inclus dans un autre, alors
pour montrer qu’ils sont égaux il suffit de montrer 'égalité des dimensions.

Théoréme (Théoréme des quatre dimensions). Soient E un espace vectoriel
de dimension finie et F, G des sous-espaces vectoriels de E. Alors :

dim(F + G) =dimF + dim G — dim(F N G)

Corollaire. Si E =F & G, alors dimE = dimF + dimG.

Corollaire. Tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension
finie admet un supplémentaire.



30. Matrices et applications linéaires

30.1. Rang d’une famille de vecteurs

E est un K-espace vectoriel.

Rang d’une famille de vecteurs

Soit {vy,...,v,} une famille finie de vecteurs de E. Le de la famille
{v1,...,v,} est la dimension du sous-espace vectoriel Vect(vs,...,v,) en-
gendré par les vecteurs vy, ...,V :

rg(vy, ..., vp) = dimVect(vy,...,v,)

Proposition. Soient E un K-espace vectoriel et {vy,...,v,} une famille de p
vecteurs de E. Alors :
1. 0<rg(vy,...,v,) < p:lerang est inférieur ou égal au nombre d’élé-

ments dans la famille.

2. Si E est de dimension finie alors rg(vy,...,v,) < dimE : le rang est
inférieur ou égal a la dimension de Uespace ambiant E.

Exemple. Le rang d’une famille {v;,...,v,} vaut p si et seulement si la fa-
mille {vy,...,v,} est libre.
Rang d’une matrice

Le d’une matrice est le rang de ses vecteurs colonnes.

Proposition. Le rang d’une matrice échelonnée par colonnes est égal au
nombre de colonnes non nulles.

Voici un exemple d’une matrice 6 x 6 échelonnée par colonnes; les x dé-

signent des coefficients quelconques, les + des coefficients non nuls. Cette
matrice est de rang 4.

* %k X ¥ % +
¥ % ¥ + OO
%* ¥ + 00O
+ ocoocoocoo
cocoocoocoo
cocoocooo

Proposition. Le rang d’une matrice ayant les colonnes Cy,C,...,C, n'est
pas modifié par les trois opérations élémentaires suivantes sur les vecteurs :

1. C; « AC; avec A # 0 : on peut multiplier une colonne par un scalaire
non nul.

2. G« C;+AC;j avec A €K (et j # 1) : on peut ajouter a la colonne C;
un multiple d’'une autre colonne C;.

3. C; <> C; : on peut échanger deux colonnes.

Plus généralement, 'opération C; « C; + Z# ; A;C; conserve le rang de la
matrice.

Méthodologie. Comment calculer le rang d’une matrice ou d’un systeme
de vecteurs ?

1l s’agit d’appliquer la méthode de Gauss sur les colonnes de la matrice A
(considérée comme une juxtaposition de vecteurs colonnes). Le principe de
la méthode de Gauss affirme que par les opérations élémentaires C; «— AC;,
C; < C; + ACj, C; <> Cj, on transforme la matrice A en une matrice éche-
lonnée par rapport aux colonnes. Le rang de la matrice est alors le nombre
de colonnes non nulles.

Théoreme (Matrice inversible et rang). Une matrice carrée de taille n est
inversible si et seulement si elle est de rang n.

Lespace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes (v;);<;<, et 'espace
vectoriel engendré par les vecteurs lignes (w;);<;<, sont de méme dimen-
sion :

Proposition. rgA = dim Vect(wy,...,w,)

Autrement dit le rang d’'une matrice égale le rang de sa transposée :

rgA=rgA”

Attention! Les dimensions dim Vect(vy, ..., v,) et dimVect(wy, ..., w,) sont
égales, mais les espaces vectoriels Vect(vy,...,v,) et Vect(wq,...,w,) ne
sont pas les mémes.

30.2. Applications linéaires en dimension finie

E et F sont deux K-espace vectoriels.

Théoreme (Construction d’une application linéaire). Si E est de dimension
finie n et (eq,...,e,) est une base de E, alors pour tout choix (vq,...,v,) de
n vecteurs de F, il existe une et une seule application linéaire f : E — F telle
que, pour touti=1,...,n:

fle)=v;.

Rang d’une application linéaire
Soit f : E — F une application linéaire et E est de dimension finie.
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— Imf =f(E)= {f(x)lx IS E} est un espace vectoriel de dimension
finie.
— Si(eq,...,e,) estunebasede E, alors Im f = Vect(f(el), . .,f(en)).
La dimension de cet espace vectoriel Im f est appelée :

rg(f)=dimImf = dimVect(f(el), ...,f(en))

Le rang est plus petit que la dimension de E et aussi plus petit que la di-
mension de F, si F est de dimension finie.

Théoréme du rang

On rappelle que le
sous-espace vectoriel de E.

de f est Kerf = {x €E|f(x)= OF}, c’est un

Théoréme (Théoreme du rang). Soit f : E — F une application linéaire, E
étant de dimension finie.

| dimE = dimKer f 4+ dimIm f |

Autrement dit : | dimE =dimKer f +1g f |

Cette formule sert a déterminer la dimension du noyau connaissant le rang,
ou bien le rang connaissant la dimension du noyau.

Application linéaire entre deux espaces de méme dimension
f:E—Festun si f est une application linéaire bijective.
La bijection réciproque est aussi une application linéaire.

Proposition. Soit f : E — F un isomorphisme d’espaces vectoriels. Si E (res-
pectivement F) est de dimension finie, alors F (respectivement E) est aussi de
dimension finie et on a dimE = dimF.

Voici une sorte de réciproque extrémement utile :

Théoréme. Soit f : E — F une application linéaire avec dimE = dim F. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective

(ii) f est injective

(iii) f est surjective
Ainsi, sidim E = dim F, pour montrer que f bijective, il suffit de démontrer
f injective ou bien f surjective.

30.3. Matrice d’une application linéaire

— Soit E un espace vectoriel de dimension p et 8 = (ey,...,e,) une
base de E

— Soit F un espace vectoriel de dimension n et 8’ = (f1,...,f,) une
base de F.

— Soit f : E — F une application linéaire.

— Pour j €{1,...,p}, f(e;) s’écrit de maniere dans la base B

ay;j
azj
flej)=ayjfr +agjfo+ - +anfn=
a;lj B!
La f par rapport aux bases % et %’ est
la matrice (a; ;) € M, ,(K) dont la j-eme colonne est constituée par les
coordonnées du vecteur f (e;) dans la base B = (f1,f05+-fn) "
fler) flej) flep)
fi an aj; ... ap
fa asn azj ... dgp
Matg"%/(f) =.
fn an1 Qnj s anp

Les vecteurs colonnes sont I'image par f des vecteurs de la base de départ
A, exprimée dans la base d’arrivée 9%’.

Matrice d’'une composition.
La matrice associée a la composition de deux applications linéaires est le
produit des matrices associées a chacune d’elles, dans le méme ordre.

Proposition. Soient f : E — F et g : F — G deux applications linéaires et
soient B une base de E, B’ une base de F et " une base de G. Si on note :
A=Mat%’@/(f) B=Mat%/,93u(g) C=Mat@’%u(g of)
Alors
C=BxA



Matrice d’un endomorphisme
Soit E un espace vectoriel de dimension n. f : E — E est un

(Pespace vectoriel de départ est égal a celui d’arrivée). On choisit
généralement la méme base 9 au départ et a I'arrivée, et on note simple-
ment Mat g (f) la matrice associée a f, c’est une matrice carrée de taille
nxn.

Exemple.
— Cas de lidentité : id : E — E, id(x) = x. Quelle que soit la base %3
de E, Matz(id) =1I,,.
— Cas d’'une homothétie hy : E — E, hy(x) = A - x : Matg(h,) = Al,.
— Cas d’une symétrie centrale s : E — E, s(x) = —x : Matg(s) = —I,,.
— Casdery : R —> R? la rotation d’angle 8, centrée a I'origine, dans
Tespace vectoriel R> muni de la base canonique % : Matg(ry) =

cosf® —sin6

sin 0 cosf )’
Si A est la matrice associée a f, alors la matrice associée a fP = fofo---of
est AP =AXAX---xA.
Matrice d’un isomorphisme
Soit f : E— F un c’est-a-dire une application linéaire bijec-
tive. En dimension finie, on a dim E = dim F. On note A = Matg g/ (f).
Théoreme (Caractérisation de la matrice d'un isomorphisme).

1. f est bijective si et seulement si la matrice A est inversible.

2. Dans ce cas, la matrice de Uapplication linéaire f ' : F — E est la
matrice AL

C’est valable pour le cas particulier important d'un endomorphisme f : E —
E ol E est muni de la méme base 9 au départ et a 'arrivée et A = Mat g (f).

30.4. Changement de bases

Coordonnées
Soit E un espace vectoriel de base B = (e;, e, ..., ¢,). Pour chaque x € E,
il existe un p-uplet unique d’éléments de K (xq, X, ..., x,) tel que

X =X1€; +X232+"'+Xp€p.

On note
La matrice des coordonnées de x est un vecteur colonne, noté Matz(x) =

“

. Si 8 on omet de mentionner la base.

o/ B
Image
Soit f : E — F une application linéaire, 98 une base de E et 98’ une base
de F.

— Soit A= Matg g/ (f).

X2
— Pour x € E, notons X = Matg(x) =
XP B
n
Y2
— Pour y € F, notons Y = Matg/(y) =
Yn/ B!

Proposition. Si y = f(x), alors on a .

Matrice de passage d’une base a une autre

Soient % et B’ deux bases de E. La de la base 2 vers
la base 98’, notée Py g, est la matrice carrée de taille n x n dont la j-éme
colonne est formée des coordonnées du j-eme vecteur de la base %', par
rapport a la base %3.

On résume :
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La matrice de passage Py g/ contient - en colonnes - les
coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B’ exprimés
dans l'ancienne base 2.

Proposition. La matrice de passage Py g/ de la base 9B vers la base B’ est
la matrice associée a lidentité idg : (E, B') — (E, B) :

ng)%/ = Mat%/,%(idE)

Faites bien attention a l'inversion de 'ordre des bases!
Proposition.

1. La matrice de passage d’'une base 9B vers une base %’ est inversible et
son inverse est égale & la matrice de passage de la base B’ vers la base

Py 5 = (Ps, @ )_1

B :

2. Si B, B’ et B" sont trois bases, alors | Py g = Py g/ X Pgs g

Changement de coordonnées
— Soient % et B’ deux bases d’'un méme K-espace vectoriel E.
— Soit Py g la matrice de passage de % vers %’
X
x
— Pour x € E, on note X = Matg(x) =

Xn/ B
— Pour ce méme x € E, on note X’ = Matg/(x) =

Proposition.
Notez bien l'ordre !

Formule de changement de base
— Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
— Soit f : E — F une application linéaire.
— Soient By, B}, deux bases de E.
— Soient By, B}, deux bases de F.
— Soit P = P%E,% la matrice de passage de Bz a %j,.
— SoitQ = Py, 3. la matrice de passage de %y a ;.
— Soit A=Matg, g,(f) la matrice de f de %Bg vers 1%;.
— Soit B=Matg g (f) la matrice de f de By, vers By,.

Théoréme (Formule de changement de base).

Cas particulier de f : E — E endomorphisme.
— Soient %, #B’ deux bases de E.
— Soit P =Py 4 la matrice de passage de %8 4 &’
— Soit A= Matg(f) la matrice de f dans la base 2.
— Soit B = Matg/(f) la matrice de f dans la base %’.

Matrices semblables

Soient A et B deux matrices carrées de M,(K). Elles sont s'il
existe une matrice inversible P € M, (K) telle que B = P~1AP.

Corollaire. Deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme,
mais exprimé dans des bases différentes.



31. Déterminants

K est un corps commutatif, par exemple K =R ou K = C.

31.1. Déterminant en dimension 2 et 3

Matrice 2 x 2.

det(‘cl Z) =ad—be

C’est donc le produit des éléments sur la diagonale principale (en bleu)
moins le produit des éléments sur I'autre diagonale (en orange).
Proposition. Laire du parallélogramme délimité par v; = (‘;) et vy = ( S)
est donnée par la valeur absolue du déterminant :

y

di; a2 a3
A=|a ap dx
dz; Adzy dz3

Voici la formule pour le déterminant :
detA = aj1a93a33+0a12a3031+a1301A33—A31d22a13—A32023011— 033021 A12

: Addition de trois produits de trois termes le long de la dia-
gonale descendante (en bleu, a gauche) puis soustraction de trois produits
de trois termes le long de la diagonale montante (en orange, a droite)

a1, a2 433 a;; Az A4y3
dz1 A, Qo3 dp1 Gy Qg3
d3; A3z ds3 dz; Qdzy; Az

Proposition. Le volume du parallélépipéde délimité par trois vecteurs v; =
ary ap a3 , , .

(‘121 ), vy = (ﬂzz ), V3 = (az3 ) est donné par la valeur absolue du détermi-
azy aszy ass

nant de la matrice correspondante : V = ‘ det(A)‘,

V3

31.2. Définition du déterminant

Théoreme (Existence et d'unicité du déterminant). I existe une unique ap-
plication de M,,(K) dans K, appelée , telle que
(i) le déterminant est linéaire par rapport a chaque vecteur colonne, les
autres étant fixés;
(i) si une matrice A a deux colonnes identiques, alors son déterminant
est nul;;
(iii) le déterminant de la matrice identité I,, vaut 1.

Le déterminant est donc la seule (propriété (i)),
(propriété (ii)) qui prend comme valeur 1 sur la matrice I,,.
Si on note C; la i-éme colonne de A, alors

detA=[C; G, Cu| = det(Cy, G, ..., Cy).

Avec cette notation, la propriété (i) de linéarité par rapport a la co-
lonne j sécrit : pour tout A,u € K, det(Cl,...,ACj +ucCl,...,C) =
Adet(Cl,...,C}-,...,Cn)+udet(C1,...,CJf,...,Cn), soit
Proposition (Opérations élémentaires sur les colonnes).

1. C; « AC; avec A # 0 : A’ est obtenue en multipliant une colonne de A
par un scalaire non nul. Alors detA’ = A detA.

43

2. G Ci+ACjavec AEK (et j#1) : A est obtenue en ajoutant & une
colonne de A un multiple d’une autre colonne de A. Alors detA’ = detA.

3. C; <= Cj : A est obtenue en échangeant deux colonnes distinctes de

A. Alors | detA’ = —detA| Echanger deux colonnes change le signe du

déterminant.

Corollaire. Si une colonne C; de la matrice A est combinaison linéaire des
autres colonnes, alors detA = 0.

Proposition. Le déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure (ou infé-
rieure, ou diagonale) est égal au produit des termes diagonaux.

31.3. Propriétés du déterminant

Déterminant d’un produit

Théoréme.

det(AB) = detA- detB

Déterminant des matrices inversibles

Corollaire. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son détermi-
nant est non nul. De plus si A est inversible, alors :

det (Aﬁl) = EA

Déterminant de la transposée

Corollaire.

det (AT) =detA

Conséquence. Par transposition, tout ce que l'on a dit des déterminants
a propos des colonnes est vrai pour les lignes : le déterminant est multi-
linéaire par rapport aux lignes; si une matrice a deux lignes égales, son
déterminant est nul; on ne modifie pas un déterminant en ajoutant a une
ligne une combinaison linéaire des autres lignes, etc.

31.4. Calculs de déterminants

Cofacteur
Soit A= (al-]-) € M,(K) une matrice carrée.
— On note A;; la matrice extraite, obtenue en effacant la ligne i et la
colonne j de A.
— Le nombre detA;; est un
— Le nombre C;j = (—1)™*/ detA;; est le
efficient a;;.

de la matrice A.
de A relatif au co-

ar dyj—1 415 4141 ain
ai_1,1 aj—1,j—1 i—1,j di—1,j+1 ai—1,n
A= a1 ajj—1 - Aijy1 7 Qin
ait1,1 Qit1,j-1 Aig1,j dit1,j+1 Ait1,n
Ap1 0 Apj—1 | @pj A j+l Ann
az ayj—1 aij+1 ain
A= ai-1,1 ai—1,j-1  Qi-1,j+1 ai—1,n
;=
J Ait1,1 Aip1,j-1  Qiglj+l Ait1,n
an,l an,j—l an,j+1 an,n
Pour déterminer si C;; = +detA;; ou C;; = —detA;;, on peut se souvenir

que l'on associe des signes en suivant le schéma d’un échiquier :



Théoréme (Développement suivant une ligne ou une colonne). Formule de
développement par rapport a la ligne i :
n n
detA= Z(—l)iﬂaij detAij = Z aijCl-j
j=1 j=1
Formule de développement par rapport a la colonne j :
n n
detA= Z(—l)i”ai]— detA;; = Z a;; Gj;
i=1 i=1
On commence souvent par faire apparaitre un maximum de zéros par des
opérations élémentaires sur les lignes et/ou les colonnes qui ne modifient
pas le déterminant, avant de développer le déterminant suivant la ligne ou
la colonne qui a le plus de zéros.
Inverse d’une matrice
Soit A € M,,(K) une matrice carrée. La matrice C des cofacteurs, appelée
, et notée Com(A) :

Cin Cip Cin
Co  Cpo Copn
C=(Cj)= .
Cnl Cn2 Cnn
Théoréme. Soient A une matrice inversible, et C sa comatrice. On a alors
-1 _ 1 T
detA

31.5. Applications des déterminants

Méthode de Cramer
Considérons le systéme d’équations linéaires a n équations et n inconnues
suivant :

appxy +apxy+tagx, = by
Ap1X1 +AgoXg+ -+ ayX, = by
Ay X1+ ApaXo + -+ ayx, = b,

Ce systéme s’écrit sous forme matricielle AX = B ol

app Azt Qi X1 by

Ay agz . dzp X2 by
A= eM,(K), X= B=

an (&) e Ann Xn bn
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Définissons la matrice A; € M,,(K) obtenue en remplacant la j-éme colonne
de A par le second membre B :

ap ... aj1 b oayjpy ..o an,

Ay ... Ggj1 by agjy ... ag,
Aj=

dn1 - A, j—1 b, Anj+1 - Ann

Théoréme (Régle de Cramer). Soit AX = B un systéme de n équations a n
inconnues. Supposons que detA # 0. Alors l'unique solution (x1,X,...,Xy,)
du systéme est donnée par :

_ detA,
T detA

_ detA2
" detA

detA,
X, = .
" detA

X1 X3

Déterminant et base

Théoreme. Une famille de n vecteurs de R"

al a2 Ain
s 5] Qon
an (2%} ann

forme une base si et seulement si det (a;;) # O.

Calcul du rang d’'une matrice

Soit A= (a;;) € M,, ,(K) une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients
dans K. Le de A est la dimension de I'espace vectoriel engendré par
les vecteurs colonnes. C’est donc le nombre maximum de vecteurs colonnes
linéairement indépendants.

Soit k un entier inférieur a n et a p. On appelle le déter-
minant d’une matrice carrée de taille k obtenue a partir de A en supprimant
n—k lignes et p — k colonnes.

Théoréme. Le rang d’'une matrice A € M, ,(K) est le plus grand entier r tel
qu'il existe un mineur d’'ordre r extrait de A non nul.

Proposition. Le rang de A est égal au rang de sa transposée AT .



Quatriéme partie
Formulaires

32. Formules de développements limités

Développements limités usuels (au voisinage de 0)

2 "

n

X ny —
§+"'+—! + o(x")=

n xk
ZF + o(x™)
k=0

> oxt x?" 2n+1 N k x? 2n+1
= l-—+——+(=D" + )= > (-1 + "
cosx 21" 4l U Gy o) kZ:O( Vo o)
3 5 n 2k+1
x2 x X X
: — b (-1 4 2n+2y _ _1k— + 2n+2
SXE AT T U Gy o) kZ:(:)( Yakr T o)
o2 17 8
tanx = x+—+—x°+ x’ + o(x®)
3 15 315
2 4 2n n 2k
chx = 1+ +> 4 b > 4 o(x2”+1)=2x— + o(x?"t1)
21 " a4l (2n)! £ (2K)!
3 5 2n+1 no2k+1
shx = x4ttt o(x2”+2)=zx— + o(x2"2)
315 @2n+ D! 442k +1)!
3
1
thx = x—x—+—x5——7x7 + o(x®)
3 15 315
2 3 n n k
N(1+x) = x— o+ =+ (1 4 oM =D (D 4+ o(x”)
2 3 n = k
-1 —1)--(a—n+1
(1+x)* = 1+ax+%x2+--~+a(a ) nl(a nA D o(x™)
n a . )
= Z(k)xk + o(x™)
k=0
1 n
—— = l—x+x*—+(=1)"x" + o(x")zZ(—l)kxk + o(x™)
1+x
k=0
1 n
—— = l4x+x>++x" + o(x")=ZXk + o(x")
1—x
k=0
1 1-1-3:5---(2n—3
Trx = 1+5- L gy L1350 @na8) oy
2 8 2nn!
1 3 1-3-5---(2n—1
R O OIS L Ml ) N
V1+x 2 8 2nn!
1x% 1-3x° 1-3-5---(2n—1) x2+!
arccosx = ——x—-— 22X (2n—1) x + o(x?*2)
2 23 2:45 2:4:-6---(2n) 2n+1
1x3 1-3x° 1-3-5---(2n—1) x?+!
arcsinx = x4 - 4o 4. (2n-1) x + o(x2"2)
23 2 5 2-4-6---(2n) 2n+1
x3 5 2n+1
arctan x = X—— 4+ —+4---+(=1)"- + o(x2"+2)
3 2n+1
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33. Formules des primitives

C désigne une constante arbitraire. Les intervalles sont a préciser.

ta+1
t*dt = +C -1
f ——+C (a#-1)

dt
=arctan t + C
1+t2

dt
=arcsint+C
j«/l—ﬂ
fcostdt:sint+c
Jsintdt:—cost—kc
dt
cos? t
dt
— - =—cotant+C
sin“ t
dt t w
—=ln|tan(—+—)’+c
cost 2 4

dt t
—_— =ln‘tan—|+C
sint 2

=tant+C

tantdt = —In|cost|+ C

Jcotan tdt =Inlsint|+C

J

at

tdr="4¢ (aeC®)
a
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dt
f—=1n|t|+C
t
dt 1
=—In
1—t2 2

dt
zln)t+\/t2+a)+C
VitZ+a

1+t
1—-t

+C

JChtdtZSht-‘rC

fshtdtzcht+C

dt
— =tht+C
ch”t
dt
fTZ_COtht_‘_C
sh®t
f dt .
—— = 2arctane +C
cht

ﬂ:ln)th5|+c
sht 2

Jth tdt=In(cht)+C

fcoth tdt =In|sht|+C



34. Formulaire : trigonométrie circulaire et hyperbolique

Propriétés trigonométriques : remplacer cos par ch et sin par i-sh.

cos? x +sin®x =1

cos(a+ b) =cosa-cosb—sina-sinb
sin(a + b) =sina - cosb +sinb - cosa
tana +tanb

t +b)=——
an(a+b) 1—tana-tanb

cos(a—b)=cosa-cosb+sina-sinb
sin(a—b) =sina-cosb—sinb - cosa
tana —tan b

tan(a—b)= ———
(@=b) 1+tana-tanb

cos2a =2 cos>a—1
=1-—2sin%a

=cos®a—sin’a

sin2a = 2 sina - cosa

2tana
tan2a = ———
1—tan2a
1
cosa-cosh = 3 [cos(a +b)+ cos(a— b)]
sina-sinb = % [cos(a —b)—cos(a + b)]
sina-cosb = % [sin(a + b)+sin(a — b)]

cosp +cosq = 2 cos

p+q P—q
2 2

+ u—
cosp —cosq =—2 sinl% ~sinl%

ptq P—4
2 2

. o P—q P+q
s1np—smq—251nT-cosT

sinp +sing = 2 sin

Avec t=tanj ona

Cosx

sinx =

tanx =155

cos’ x =—sinx
sin’ x = cos x
1

tan’x =1 +tan’x = ———
cos? x

-1
arccos’x = ———  (|x| < 1)

V1—x2

arcsin’x = ! (Ix]<1)
V1—x2

arctan’x = 1
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ch®x—sh®x=1

ch(a+b)=cha-chb+sha-shb
sh(a+ b)=sha-chb+shb-cha

tha+thb

h _ thatthd
tha+b)= T imh

ch(a—b)=cha-chb—sha-shb
sh(a—b)=sha-chb—shb-cha
tha—thb

h(a—b) = —a—thd_
the=b)= T b

ch2a=2ch?a—1
=1+2sh%a

=ch?a+sh’a

sh2a =2sha-cha

2 tha
th2a= ———
1+th“a
1
cha-chb= 5[ch(a+b)+ch(a—b):|
1
sha-shb= 5[ch(a+b)—ch(a—b)]
sha~chb=%[sh(a+b)+sh(a—b)]

chp+chq=2chp+q-chp_q
2 2
p+q P—4q
hp—chg=2sh -sh
chp—chg sh=——=-sh=
shp+shq:25hp;q~chp_q
shp—shq:2shp_q-chm
2 2
Avec t=th3 ona

_ 142

chx —l_ttz

shx =15{2

thx =1

Dérivées : la multiplication par i n’est plus valable

ch’x =shx

sh’x =chx

th'x=1—th’x = 3
ch® x

1
Argch’x = ‘/?1 (x>1)
2 —

Argsh’x = ——
& Vx2+1

Argth’x =

— (xl<D



Cinquieme partie

Divers

35. Alphabet grec

a alpha v nu

B beta 3 xi

y T | gamma 0 omicron
6 A | delta T IT | pi

€ epsilon Ie} rho

¢ zeta o Y. | sigma
" eta T tau

0 © | theta v upsilon
t iota ¢,p @ | phi

K kappa p chi

A A | lambda v | psi

© mu omega

On rencontre aussi “nabla” V, lopérateur de dérivée partielle ¢ (dit “d rond”), et aussi la premiére lettre de I'alphabet hébreu “aleph” X.
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36. Ecrire des mathématiques : LaTeX

Pour écrire des mathématiques, il existe un langage pratique et universel,
le langage LaTeX (prononcé [latek]). Il est utile pour rédiger des textes
contenant des formules, mais aussi accepté sur certains blogs et vous per-
met d’écrire des maths dans un courriel ou un texto.

Une formule sécrit entre deux dollars $\pi~2$ qui donne 7* ou
entre double dollars si 'on veut la centrer sur une nouvelle ligne;
$$\1im u_n = +\infty$$ affichera :

2

limu, =+oc0

Dans la suite on omettra les balises dollars.

36.1. Premiéres commandes

Les exposants s'obtiennent avec la commande ~ et les indices avec _ : a®

sécrita™2; u, sécritu_n; a? s'écrit \alpha_i~2. Les accolades { } per-
mettent de grouper du texte : 2~{103} pour 21°; a_{i, j} pour a; ;.
Il y a ensuite toute une liste de commandes (qui commencent par \) dont

voici les plus utiles :

\sqrt Jva \sqrt{a}
1+v2 \sqrt{i+\sqrt{2}}
Jx \sqrt [3]1{x}
\frac % \frac{a}{b}
3
— \frac{\pi~3}{12}
12
L \frac{1}{2 + \frac{3}{4}}
2+3
y% \gamma~{\frac{1}{n}}
\1lim lim, , 100, =0 \lim_{n \to +\infty} u_n = 0

lime,of(x)<e \lim_{x \to 0} f£(x) < \epsilon

n

\sum % \sum_{i=1}"n \frac{1}{i}
i=1
Zai \sum_{i \ge 0} a_i
i>0
b

\int o (t)dt \int_a~b \phi(t) dt

49

36.2. D’autres commandes

Voici d’autres commandes, assez naturelles pour les anglophones.

f:E—-F f : E\toF
+00 +\infty
a<0 a \le 0
a>0 a>0
az1 a \ge 1

& \delta

A \Delta
a€E a \in E
ACE A \subset E

P = Q P \implies Q

P e Q P \iff Q
N \forall

3 \exists
u \cup
n \cap

36.3. Pour allez plus loin

Il est possible de créer ses propres commandes avec \newcommand. Par
exemple avec l'instruction
\newcommand{\Rr}{\mathbb{R}}
vous définissez une nouvelle commande \Rr qui exécutera l'instruction
\mathbb{R} et affichera donc R.
Autre exemple, apres avoir défini
\newcommand{\monintegrale}{\int_0~1 f(t) dt}

la commande \monintegrale affichera f 01 f(t)de.



Pour aller plus loin

Exo7

— Site Exo7 : cours, exercices corrigés : exo7.emath.fr

— Vidéos Exo7 : www.youtube.com/Exo7Math

— Livre « Algébre » : fichier pdf, Amazon.fr (livre papier noir et blanc).
— Livre « Analyse » : fichier pdf, Amazon.fr (livre papier noir et blanc).

Autres ressources

— «Bibm@th » : www.bibmath.net
Cours et exercices niveau L1/Math Sup, L2/Math Spe, Capes.
— «Les-Mathématiques.net » les-mathematiques.net
Cours et exercices niveau L1/Math Sup, L2/Math Spe, Capes. Forum
de discussions.
— «Maths-France » de J.-L. Rouget : maths-france.fr.
Cours et exercices niveau Terminale, L1/Math Sup, L2/Math Spe,
Capes.
— Page de Michel Quercia : michel.quercia.free.fr
Cours et exercices niveau L1/Math Sup, L2/Math Spe.
— Site de David Delaunay : ddmaths.free.fr
Exercices corrigés.

Vulgarisation

— «Images des mathématiques » : images.math.cnrs.fr

Articles nombreux et variés sur les mathématiques d’aujourd’hui.
— Chaine Youtube Micmaths de Mickael Launay.

Vidéos passionnantes de vulgarisation.
— Chaine Youtube Numberphile

Vidéos de vulgarisation (en anglais).

Auteurs

Cet ouvrage de formules a été réalisé par Arnaud Bodin.
Ces formules sont principalement tirées des livres « Analyse » et « Algebre »
d’Exo7 issus d’'un large travail collectif. Les contributeur des livres sont :

Arnaud Bodin
Eva Bayer-Fluckiger
Niels Borne
Marc Bourdon
Philippe Chabloz
Sophie Chemla
Guoting Chen

Gilles Costantini
Laura Desideri
Abdellah Hanani
Jean-Louis Rouget
Pascal Romon
Lara Thomas

Relectures (passées ou présentes) : Stéphanie Bodin, Vianney Combet, Bar-
nabé Croizat, Christine Sacré. Merci a Guillaume Jouve, Kroum Tzanev
pour leurs conseils.

Exo7

Ce livre est diffusé sous la licence Creative Commons — BY-NC-SA — 4.0 FR.

Version 0.1 — Juin 2023
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http://exo7.emath.fr/
https://www.youtube.com/Exo7Math
http://exo7.emath.fr/cours/livre-algebre-1.pdf
https://www.amazon.fr/dp/1517683637
http://exo7.emath.fr/cours/livre-analyse-1.pdf
https://www.amazon.fr/dp/1522821643
https://www.bibmath.net/
https://les-mathematiques.net/
https://maths-france.fr/
http://michel.quercia.free.fr/
http://ddmaths.free.fr/index.html
https://images.math.cnrs.fr/
https://www.youtube.com/channel/UC4PasDd25MXqlXBogBw9CAg
https://www.youtube.com/channel/UCoxcjq-8xIDTYp3uz647V5A
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