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Déterminer ia limite simple
t’une suite de fonctions. ‘./
Cas des séries de fonctions |

’I O

‘Il
\

Guand on ne sait pas!

Soit I un intervalle de R, ( fn)nen une suite de fonctions définies sur I a valeurs réelles
et f : I — R une fonction.

(Convergence simple - Cas des suites de fonctions)

la suite de FONCTIONS ( fp)neN pour chaque reéel 2 € I,
converge simplement < | lasuite de REELS (fn(Z))nen
vers la FONCTION f sur [ converge vers le REEL f(2)

(Convergence simple - Cas des séries de fonctions)

la série de FONCTIONS z Fa ] [ pour chaque réel z € I,

converge simplement sur / la série de REELS Z fn(x) converge

Que faire?

Pour montrer qu’une suite de fonctions (f;,)nen converge simplement sur [ :
on commence par fixer unreel z € I,
puis on montre que la suite de réels (f,,(2))nen converge vers un réel noté f(z).

L’étude de la convergence simple d’une suite de fonctions se ramene donc a I’étude de la
convergence d’une suite de reels.

Pour montrer qu’une série de fonctions Z fn converge simplement sur /, on peut utiliser
une des deux méthodes suivantes :
Meéthode 1 (la plus fréquente) : a x € I fixé, on montre que la série de réels Z (@)

converge en utilisant des criteres de comparaison (par majoration, par équivalence ou
par négligeabilité) sur le terme général f,,(z), ou le critére spécial des séries alternées,
ou encore le critere de d’Alembert.
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A I'issue de I’application de la méthode 1, on obtient I’existence la connaissance
de I"expression de la limite simple de la série Z In-

Méthode 2 (Ia moins fréquente) : ax € I fixé, on montre que la série de reels Z Joila)
converge en étudiant la convergence de sa suite des sommes partielles (.S, (2)),en-
A I'issue de I’application de la méthode 2, on obtient I’existence la connaissance

de I’expression de la limite simple de la série Z fn-

Il faut toujours preciser I’ensemble sur lequel on étudie la convergence simple.
Exempie traité

1 Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (f, )nen définies par :

sin(na)
)= ——~=
) =1 + n2z2
2 Etudier la convergence simple sur |1, +00[ de la série de fonctions E :
N 1+ 2»

SOLUTION

1 Soit z € R fixé. On a la disjonction de cas suivante :

Siz = 0, alors f,,(0) = 0 pour tout n € N, donc la suite de réels (f,(0)),en
converge vers 0.

Si 2 # 0, alors on a la majoration suivante pour tout n € N :

sin(na) 1
|fn(2)] = T3] =T Lniad
1+ n°z 14+ nx
Ny, s
Sy

Par le théoreme d’encadrement, la suite de réels (f,(2))nen converge vers 0.

A 2 € R fixé, la suite de réels (fn(2))nen converge vers le réel 0.
Ainsi, la suite de fonctions ( f;, ),en converge simplement vers la fonction nulle 0 F(R,R)-

2 Soitx > 1 fixé. On pose f,(z) =

T pour tout n € N, et on a alors I’encadrement
b H

0 < fule) < (1)

suivant pour tout n € N :

T
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Or la série géométrique de terme général (2~ 1)™ converge (car 2! €]—1, 1), donc par
critere de comparaison par majoration, il vient que la série de réels Z fn(z) converge
pour tout 2 > 1.

Ainsi, la série de fonctions Z fn converge simplement sur |1, +00].

Etudier la convergence simple des suites de fonctions définies par les expressions suivantes :

1 falz) = % sur RY 2 fa(z) = n(z"— ") sur [0,1]

Etudier la convergence simple des séries de fonctions suivantes :

sin(nax) ()"
1 Z > sur R 2 7;:1:+n sur R

n>1

Majorer la fonction sinus par 1.

2 Faire une disjonction de cas suivant que z = 0 ou 2 # 0

Majorer la fonction sinus par 1.

2 Utiliser le critere spécial des séries alternées.

1 Soitz € R fixé. On a la majoration suivante pour tout n € N* :

1
<

sin(nx)

nyx

| fu(2)] =

54. Déterminer la limite simple d’une suite de fonctions. Cas des séries de fonctions
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Par le théoreme d’encadrement, a = € R’ fixé, la suite de réels (fy,(z))nen- converge
vers le reel 0.
Ainsi, la suite de fonctions ( f;, )nen+ converge simplement vers la fonction nulle 0 F(RY R)-

Soit 2 € [0, 1] fixé. On a la disjonction de cas suivante :

Siaz = 1, alors f,(1) = O pour tout n € N, donc la suite de réels (f,(1))nen
converge vers 0.

Si 2 € [0,1], alors la suite géométrique (2"),cn tend vers 0 et, par croissances
comparees :

o} = nlap? — Py — a1 — »
Falz) =n(z” —2") =nz™(1 — ) n:)—:ooo

Donc la suite de réels (f;,(2))nen converge vers 0.

Az € [0,1] fixé, la suite de réels (f,())nen converge vers le réel 0.
Ainsi, la suite de fonctions ( fn )nen converge simplement vers la fonction nulle 0 70,1 r)-

Soit # € R. On a I’encadrement suivant pour tout n > 1 :

1

n2

0< sin(naz)

n?

Or la serie E — est une serie de Riemann convergente, donc par critere de compa-
n

sin(naz)

5— converge absolument, donc elle
n

raison par majoration, la série de réels E
n>1
converge pour tout z € R.
. , . ) sin(nax
Ainsi, la série de fonctions g %
n

n>1

converge simplement sur R.

Soit z € R, fixé.
La suite (

est positive, décroissante et de limite nulle, donc par le critere
r+n neN+*
n

special des séries alternées, il vient que la série de réels E

n>1
. . ) (—1)"
Ainsi, la série de fonctions E
5z +n
n>

converge.

converge simplement sur R, .

Suites et séries de fonctions



Etudier Ia convergence uniforme ¢
d'une suite de fonctions Y

Soit I un intervalle de R, ( f,),en une suite de fonctions définies sur I a valeurs réelles
et f : I — R une fonction.

Si ¢ : I — R est une fonction, alors on rappelle que ||¢||~ = sup |¢(2)].
zel
- (Définition pratique de la convergence uniforme)

la suite de FONCTIONS (fp)neN

. ' la suite de REELS (|| frn — flloo)neN
converge uniformément =

converge vers le REEL 0
vers la FoNcTION f sur [

(Définition quantifiée de la convergence uniforme)

[ (fn)nen converge uniformément vers f sur [ ]

g
Ve>0,3NeN,Vn> N, [Vz eI, |fa(z) — f(z)| < €]

Interprétation graphique : 4
Pour tout voisinage « tubulaire » (aussi
petit soit-il et délimité ci-contre par des
pointillés) du graphe de f, les graphes e
des fonctions f;, s’y situent tous a partir '

d’un certain rang V.

I I 1
Légendes :

- - - graphe de f
—— graphe de f,, pourn > N

Fig. : Visualisation graphique

(Théoreme 1) La convergence uniforme implique la convergence simple.
La réciproque est fausse.

(Théoreme 2) Toute limite uniforme de fonctions continues sur / est continue sur /.
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Que faire?

Pour montrer qu'une suite de fonctions ( f;,)nen converge uniformément sur [ :

on commence par déterminer sa limite simple f sur 7,

on montre ensuite que la suite de réels (|| f, — f||oo)nen tend vers 0 en majorant au
besoin la quantité |f,(z) — f(2)| sur I'intervalle I par le terme général d’une suite
INDEPENDANTE DE 2 et de limite nulle. Cette majoration peut s’obtenir :

— OU BIEN par des manipulations élémentaires d’inégalités:
< OU BIEN en étudiant les variations de la fonction f;,, — f sur I.

Pour montrer qu’une suite de fonctions ( fy, ),en ne converge pas uniformément sur 7, on
peut utiliser une des trois methodes suivantes :

Méthode 1 : on montre que la suite de fonctions ( fn)nen ne converge pas simplement
sur /, et par contraposition du théoréme 1, elle ne converge pas uniformément sur / ;
Meéthode 2 : on montre que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers
une fonction f sur I, mais que la suite de réels (|| f, — f||oc)nen ne tend pas vers 0.
Pour ce faire, on peut au besoin :

< OU BIEN intuiter une suite (uy)nen a valeurs dans 7 telle que la suite de réels
(fn(un) — f(un))nen ne tende pas vers 0;
< ou BIEN étudier les variations de la fonction f,, — f sur [I.

Meéthode 3 : on montre que la suite de fonctions ( f;,)nen est une suite de fonctions
continues sur / de limite simple qui n’est pas continue sur /.

EXEMPLE1 La suite (fy : & — 2™),cn ne converge pas uniformément sur [0, 1].

En effet, la fonction f, est continue sur [0, 1] pour tout n € N, mais sa limite simple f
définie par :

0 sizel0,1]
J L&y :
1 siz=1
n’est pas continue sur [0, 1].
Conseils

Il est tres important de préciser I’ensemble sur lequel on étudie la convergence uniforme :
il se peut que la convergence ne soit pas uniforme sur I'intervalle I entier, mais qu’elle le
devienne sur tout compact strictement inclus dans /.

Suites et séries de fonctions



Exempie traité

Pour tout n € N*, on définit la fonction f,, sur R par :

fr@) =142+ --4+2"1

Montrer que la suite ( f;,),cn+ converge simplement vers une fonction f (a préciser) sur
un intervalle / (a préciser).

Montrer que la suite ( f, )nen+ ne converge pas uniformément vers f sur I.
Soita €]0, 1[. Montrer que la suite (f;,),en+ converge uniformément vers f sur [—a, a.

SOLUTION
Soit n € N*. Calculons pour tout 2z € R :
n siz=1
Tnl®) = . ol
n(Z) 1—2 dasti
l1—2

On a la disjonction de cas suivante :

siz €] —1,1], alors 2™ e 0, done (fn(2))nen+ converge vers — .

siz=1,alorsn — 400, donc (fr(2))nen+ diverge vers +oc.
n—-+400

six ¢] — 1, 1], alors (2™),en» diverge, donc (fr(2)),ens diverge.

sur I =] —1,1].

v

Ainsi, la suite (f, )nens converge simplement vers f : 2 — ]
Soit n € N*. Calculons pourtoutz € I =] — 1,1

"

|fn(m) - f(a)l =

> +00

l1—2 r—1—

Donc la suite de réels (|| fn — f|loo)nen+ ne tend pas vers 0.
Ainsi, la suite (f,,)nen+ ne converge pas uniformément vers f sur I.

Soit n € N*, On a les déductions suivantes :

Vz € [—a,a], [[2"|<a" et |[1—2z[>1-a]

¢

dou: Vz € [—a,a|, |fa(z)— f(z)| —
H/_/
indépendant de x !

dou: Vze€[-a,a], |fo(z)—f(z)] — O

n—+400
d’ou: sup |[fa(z) = f(2)] — O

r€[—a,a] n¥iion

Ainsi, la suite (fn)nen+ converge uniformément vers f sur [—a, al.

55. Etudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions
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VDI
XERCICE
cAERUILE
hdat i d il

Etudier la convergence uniforme des suites de fonctions définies par les expressions sui-
vantes :

1 fuie) =502 Ry @ folo) = s

surR 3 fau(z) = n(z" — ™) sur [0, 1]

ilm Les indications suivantes sont pour |’étude de la convergence uniforme :

¢

1 Remarquer que :

sinx

Inl(2) = %g(nar) oug:xr— T

puis montrer que g est bornée sur R .
2 Calculer fn(%).

3 Etudier les variations de f,, — f (ou f deésigne la limite simple).

1 Etude de la convergence simple de ( fn)nens sur RY :

D’apres 'exercice 1 de la fiche 54, on sait déja que la suite ( f,,),en+ converge sim-
plement vers la fonction nulle f =0 F(Ry,R)-

Etude de la convergence uniforme de (fn)nene sur RY -
On cherche a savoir si la suite (|| f, — f|loo )nen+ converge vers 0 ou pas.
Calculons pour tout z € R :

1 sin(na) 1 sinz

fn(il’)=ﬁ>< Tz =\/7_lg(n.m) oug:a 5

La fonction g, ainsi définie, est prolongeable par continuité sur le segment [0, 1] (car
g(z) ~ \if ~ /x,d’ou lim g(z) = 0), donc g est bornée sur le segment [0, 1].
0+ VT o+ z—0+

Suites et séries de fonctions



De plus, g est continue sur [1, +o0[ de limite finie en +o00 (car Lu}_l g(x) = 0),donc
xr o0

g est bornée sur [1, +oo| et finalement, g est bornée sur R* . On en déduit alors :

— 0

1
“fn—f”oo: ”.fn”oozﬁ”.quoo AT

Ainsi, la suite (fy)nen+ converge uniformément vers la fonction nulle sur R .

Etude de la convergence simple de (fn)nen sur R :

D’apres I’exercice 1 de la fiche 54, on sait déja que la suite (f;,),cn converge sim-
plement vers la fonction nulle f = 0 r(g g).

Etude de la convergence uniforme de (fn)nen sur R :

On cherche a savoir si la suite (|| f, — f||o)nen converge vers 0 ou pas.

Or la suite ( fn(%) — f (',%))neN‘ est une suite constante valant % donc elle ne
converge pas vers 0.

Ainsi, la suite (f;,)nen ne converge pas uniformément sur R.

Etude de la convergence simple de (fn)nen sur [0,1] :

D’apres I’exercice 1 de la fiche 54, on sait déja que la suite (f;,),en converge sim-
plement vers la fonction nulle f = 0z(j0,1],r)-

Etude de la convergence uniforme de ( fn)nen sur [0,1] :

On cherche a savoir si la suite (|| f, — f|lo )Jnen converge vers 0 ou pas.

Soit n € N. Etudions les variations de f, — f = f, qui est dérivable sur [0, 1].
Calculons pour tout € [0, 1] :

fi(z) = nnz" ! — (n+1)2") = na""Y(n— (n+ 1)z)
| —"
>0 >0ssiz< nL+1

-

- etonen déduit alors :

Donc la fonction f;, admet un maximum pour

fan>0sur[0,1]  fa(z) =nz"(1 —2x)

' n ' n B »
[fn = fllo = f"(n_’_l) :n(n-!-l) (1—n+1>

_ (N (o L\ myma )
= = — ='e n+1
n+1 n+1

1 1
(n+1)m(1—n+1) +’T\o'o(n+1)>< (—n-i-l) A

ln(l+r)r641'

Donc la suite (|| fr, — f||oc)nen converge vers e~ L.
Ainsi, la suite (fy,),en ne converge pas uniformément sur [0, 1].

55. Etudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions
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D Montrer qu'une série de fonctions
\  Ctonverge uniformément en utilisant
P 4
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© Soit (fn)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs réelles
ou complexes. Pour tout entier n > 0, on pose :

Sn:ka

k=0

On dit que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur / si la suite de fonctions
n>0

(Sn)n>0 converge uniformément vers une fonction f : / — R sur . La fonction f est alors

la somme de la série de fonctions :

+00
veel, f(x)=) falx)

n=0

© On dit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [ si :
n>0
~ Pour tout entier n > 0, f,, est bornée sur /.
© La série (numeérique) Z || frlloo converge.
n>0
© Un résultat clé pour montrer la convergence uniforme d’une série de fonctions est alors
le suivant :

Si une série de fonctions converge normalement sur un intervalle alors elle converge
uniformément sur cet intervalle

Suites et séries de fonctions



Que faire?

Pour montrer la convergence uniforme d’une série de fonctions, on peut essayer de montrer
que celle-ci converge normalement. On peut alors procéder de I'une des manieres suivantes :

On étudie pour tout entier n > 0, la fonction f, sur I (variations, limites éventuelles).
Si I'une des fonctions f,, n’est pas bornée : la série ne converge pas normalement. Sinon,
I’étude des fonctions f, permet de déterminer la valeur de || f;, ||~ . Il suffit alors d’étudier
la série de terme général || f,. || pour laquelle on peut utiliser tout critére 1ié aux séries a
termes positifs.

On détermine pour tout entier n > 0, un réel positif oy, tel que :

Ve € 1, |fu(2)| < an
Ceci implique que f;, est bornée sur I et que I'on a :

”fn”oo < ap

Si la série de terme général «,, converge alors par critere de comparaison des séries a
termes positifs. on en déduit que la série de fonctions de terme général f, converge nor-
malement sur /.

La convergence normale implique la convergence uniforme mais la réciproque est fausse.
On ne peut donc rien conclure si la série ne converge pas normalement.

Ne jamais écrire || fn ||~ sans préciser au préalable que fy, est bornée sur I.

Pour tout n > 0 et tout 2 € R, posons :

_ sin(nx)
fn(2) = n?+1

Etudier la convergence uniforme de E fnsur R.
n>0

SOLUTION
Pourtoutn > Oettoutx € R.ona:

1

)| S
|fn(l)| — 71.2"‘]'-1

56. Montrer qu’une série de fonctions converge uniformément en utilisant la convergence normale 285
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Ainsi. f, estbornée sur Retona:

1

| falloo < 2l

On sait que :
1 1
n? + 1 +oo n?
et que ces deux termes généraux sont positifs. Par critere de comparaison des séries a termes

positifs avec une série de Riemann convergente (2 > 1), on obtient que la série de terme gé-

neéral El‘l+_1 converge. De nouveau par critére de comparaison. on obtient que la série E In
n=>0

converge normalement sur R donc uniformément sur R.

Pour tout entier n > 1. on définit la fonction f,, : Ry — R par:

1

Vz € R%, T) = ——
ERY, fn(2) n + n3x2

1 Etudierla convergence simple de Z fasurRy.
n>1

2 Montrer que E fn converge uniformément sur tout segment de R7 .

n>1

On appelle série trigonomeétrique toute série de fonctions Z fn telle que pour tout entier
n>0
n > 0, f, est une fonction definie par :

Vz € R, fa(z) = aycos(nz) + by, sin(nz)

ou (ap)n>0 et (bp)n>0 sont deux suites réelles.

Déterminer une condition suffisante simple sur (a, )n>0 et (b, )n>0 pour qu'une série trigo-
nomeétrique converge uniformeément sur R.

m 1 Utiliser un critere de comparaison.

2 Etudier la convergence normale de la série de fonctions.

Suites et séries de fonctions



1 Soit 2 € RY. La série de terme général fy,(2) est a termes positifs et :
1

fu(2)

+oo 322
La série de terme géneéral positif ;}5 converge (série de Riemann avec 3 > 1). Par critere
de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme général

fn(2) converge. Ainsi, Z fn converge simplement sur R, .
n>0

2 Soit (a,b) € R tel que a < b. Pour tout entier n > 1 et tout 2 € [a. b],
n+ nz? >n+ n*a? >0
Par décroissance de la fonction inverse sur R* . on a alors :

1

0< b <—.:
< fa(z) R

fn(a)
Ainsi f, est bornée sur [a,b] etona:

0 < [[falloe < fn(a)

La série de terme général f,(a) converge (la série de fonctions converge simplement
sur RY ) done par critére de comparaison des séries a termes positifs. on en déduit que

E fn converge normalement sur [a, b] et donc converge uniformément sur [a, b].
n>1

Soit n > 0. Pour tout réel ., on a d’apres I’inégalité triangulaire :

|fa(2)] < |an| + |bn]

Ainsi, f, estbornée sur Retona:

0 < |Ifnllo < lan| + |bal

Si les deux séries E a, et E b, convergent absolument alors par critere de comparaison
n>0 n>0
de séries a termes positifs, on en déduit que la série E fn converge normalement sur R

n>0
donc uniformément sur R.

56. Montrer qu’une série de fonctions converge uniformément en utilisant la convergence normale
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(ui ne converge pas normaiement
o converge uniformement

D Montrer qu'une série de fonctions
\;

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs réelles ou
complexes. Pour tout entier n > 0. on pose :

Sn=2fk

k=

~ Ondit que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur 7 sila suite de fonctions
n>0

(Sn)n>0 converge uniformément vers une fonction f : I — R sur /. La fonction f est alors

la somme de la série de fonctions :

+o0
Vzel f(x)=) fal@)
n=>0

Notons pour tout n > 0, Ry, la fonction reste d’ordre n définie par :
400
Veel, BRu(z)= ) fi(2)
k=n+1

On a alors pour tout z € I et tout n > 0,
n
S(2) = ) fu(2) = Ra(z)
k=0

On en deéduit alors que les assertions suivantes sont équivalentes :

La série de fonctions Z fn converge uniformément sur /.
n>0
La série de fonctions Z fn converge simplement et la suite de fonctions (R )n>0

n>0
converge uniformément sur / vers la fonction nulle.
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Que faire?

Le critére précédent s applique souvent en utilisant le critére spécial des séries alternées
(qui permet de majorer facilement un reste) ou quand le reste est facilement calculable ou
majorable.

La convergence normale étant plus facile a étudier. il ne faut pas hésiter a étudier celle-ci
en premier (voir fiche 56).

Il est trés important de connaitre les hypotheses du critere spécial des séries alternées (voir
fiche 47).

Posons pour tout z € R et toutn > 1,

Etudier la convergence uniforme de i Ty
n>1

SOLUTION

Soit 2z € R,. La suite (Hﬁ) est décroissante et converge vers 0 donc d’apres le critere
n>0

special des séries alternées, la série E fn(z) converge.
n>1

Ainsi, la série E fn converge simplement sur R .
n>1

Posons pour tout z € R ettoutn > 1.

+00
Ra(z)= Y fr(2)

k=n+1

D’apres le critere spécial des séries alternées, on a :

1 1
== =
z+n+1"n+1
car # > (. On en déduit que 17, est bornée sur R, etona:

1
< <
0 < |1 Rulso < —

0< |Rn(-T')| < |fn+l(a?)|

57. Montrer qu’une série de fonctions qui ne converge pas normalement converge uniformément
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Or 1
lim =)
n>+oon+1

D’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit :

lim [[Rnlloc =0

n—+o00
Ainsi. (R, )n>0 converge uniformément vers la fonction nulle sur R, .
Finalement, E fn converge uniformément sur R, .

n>1

Pour tout entier n > 1 et tout 2 € R, on pose :

e

n

fn(z) =
1 FEtudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z In-

n>1

2 Etudier la convergence uniforme sur [0, +oc| de la série de fonctions E T
n>1

[EXERCIC iim 1 Penser au critére spécial des séries alternées dans les cas @ = 0 et
g
2 Majorer la fonction reste d’ordre 7.

1 Pourtoutentiern > lettoutz € R, ona f,(2) = (—1)"u,(z) ou

e—n:r

tinlz) = =

Soit 2z € R.
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Si 2 < 0 alors par théoreme des croissances comparées :

lim wu,(2) =+
n—+40o0
donc la série de terme général f,(x) diverge grossiérement.

Siz > 0. alors (u,(2))n>1 est positive, décroissante (produit de deux suites décrois-
santes positives) et

lim up(z) =0
n—+00

D’apres le critere spécial des séries alternées. on en déduit que la série de terme
général f,(x) converge.
Finalement, E fn converge simplement sur [O, +oo[.
n>1

La série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, +00[. On pose alors pour tout
n>1
reR, ettoutn > 1,

+00
Bu(@)= ) fu(x)
k=n+1

D’apres le critere spécial des séries alternées (hypotheses vérifiées d’apres la question
précédente), on en déduit que pour tout 2 € R et tout n > 0,

e—(ntl)z 1

<
n+l ~“n+1

|Bn(2)| <

Ainsi pour tout n > 1, R, est bornée sur R, etona:

1
< <
0 < [[Rnlloc < n4+1

Par théoréeme d’encadrement. on en déduit :

lim ||Rpllec =0

n—+0o
Ainsi (R, )n>1 converge uniformément vers la fonction nulle sur R ;. donc E fn converge

n>1
uniformément sur [0, +oo].

57. Montrer qu‘une série de fonctions qui ne converge pas normalement converge uniformément 291



; stite de fonctions est continue.
Cas des séries e fonctions

D Montrer que ia limite d’'une
\

Soit ( fn)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs réelles ou
complexes. Le résultat suivant permet d’étudier la continuité de la limite simple de la suite

(fn)nZO :

Supposons que pour tout n > 0, f, est continue en @ € I et que (fn)n>0 converge
uniformément vers une fonction f sur /. Alors f est continue en a.

En particulier :

Supposons que pour tout n > 0, f, est continue sur I et que (f),>0 converge unifor-
meément vers une fonction f sur /. Alors f est continue sur /.

On en deduit le résultat analogue pour les séries de fonctions :

Supposons que :

Pour tout n € N, f,, est continue sur /.
La seérie de fonctions Z fn converge uniformément sur /.

n>0
+00
Alors Z fn est continue sur /.
n=0

Que faire ?

- Dans les deux cas (suite ou série), on commence par justifier la continuité des fonctions

Jn.
- Pour montrer la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général f,. on
peut utiliser la convergence normale (fiche 56) ou la suite des restes (fiche 57).
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Pour montrer la continuité sur / de la limite simple d’une suite de fonctions ou de la
somme d’une série de fonctions, il suffit de montrer la continuité sur tout segment de /. On
peut donc appliquer les résultats précédents en se restreignant a un segment quelconque
de I. 11 est souvent plus simple d’etudier la convergence uniforme sur un tel segment.

+oo 4
Posons pour tout 2 €|1, +o00[, {(2) = ) —

e
=l

Justifier que cette fonction est bien définie et continue sur |1, +o0].

SOLUTION

La fonction ¢ est bien définie car pour tout 2 > 1, la série de terme général nl, converge
(série de Riemann). Montrons que ¢ est continue sur |1, +oc|. Posons pour tout n > 1,

1
fn:a.'r——>n7

Soit [a, b] C]1,4o0]. Pour tout 2 € [a, b] et toutn > 1,
1 1

nEl— B

On en déduit que f,, est bornée sur [a,b] eton a:

1
”fn”[a,b],oo =

ne
La série de terme général nla converge (série de Riemann avec a > 1) donc par critere

de comparaison de séries a termes positifs. on en déduit que la série E fn converge nor-
n>1

malement sur [a, b] et ceci pour tout segment [a, b] C|1,+ocl. Or, pour tout n > 1. f;, est

continue sur |1, +o00[ donc d’aprés le théoréme de continuité. on en déduit que ¢ est continue

sur |1, +o0l.

Soit E uy, la série de fonctions d’une variable réelle de terme général u,, défini par :

n>1

2

Ve € R, up(z) = ———
<X, tinfe) 22 + n2m?

58. Montrer que la limite d’une suite de fonctions est continue. Cas des séries de fonctions
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Montrer que E u, converge simplement sur R. On note U la somme de cette série de
n>1
fonctions.

Montrer que, pour touta > 0, E uy converge normalement sur [—a, a].
n>1
Montrer que U est continue sur R.

On pose pour tout entier n > 0 et tout = € R,

n+2 _..2

fn(T) — n+ 1e

1 Etudier la convergence simple de la suite de fonctions ( In)n>0-

2 Lasuite de fonctions ( fy),,~ converge-t-elle uniformément sur R ?

1 Utiliser un critere de comparaison.
2 Majorer pour n > 1 etz € [—a,al. |up(2)|.

3 Utiliser le théoréme de continuité.

Distinguer les cas = O et 2 € R*.

2 Raisonner par I’absurde.

Pour tout réel x et tout entiern > 1. ona:

A < 22l
|U’n (J)l S 71.27T2
2 ||

Or la série de terme général —— converge (série de Riemann avec 2 > 1) donc par
- : . R st — % o .
critére de comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme gé-

néral u, (x) converge absolument donc converge. Ainsi, E u, converge simplement

n>1
sur R.

Suites et séries de fonctions



2 Six € [—a,a] alors pour tout n > 1,

2|z| _ 2|a
<
n?n? — n2q?

un ()] <
Ainsi u,, est bornée sur [—a,a] etona:

lunlli-aaoo <
u = P ——
L [ a,a],oo == 7127‘-2
e . s 2 pid 2
Or la serie de terme geéneéral 1—;;'% converge (série de Riemann avec 2 > 1) donc par
critére de comparaison de séries a termes positifs, pour tout a > 0, la série de fonctions

de terme général u,, converge normalement sur [—a, al.

3 Les fonctions u, (n > 1) sont continues sur R et on sait que la série Z u, converge
n>1
normalement donc uniformément sur tout segment de R (car sur tout segment syme-
trique par rapport a 0). Par théoréeme de continuité, on en déduit que U est continue sur
R.

CEIEER

1 Soitz € R.
S1 2 = 0, alors pour tout entier n > 0,

fal0) = 52
et ainsi :
Lam fa(0) =1
Siz # 0, alors :
im £,(0) =0

car fp(z) ~ e ™.
+00

Ainsi, (f,) converge simplement sur R vers la fonction f : R — R définie par :

=17 & 223

1 s1i =0

2 Supposons que ( f,) converge uniformément vers f sur R. On sait que toutes les fonc-
tions f; sont continues sur R donc d’apres le théoreme de continuité, on en déduirait
que f est continue sur R ce qui est absurde. Ainsi. ( f;,) ne converge pas uniformément
sur R.

58. Montrer que la limite d ‘une suite de fonctions est continue. Cas des séries de fonctions 295
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2 Calculer des limites d'une fonction
\,  définie comme une somme te série

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle / de R et a valeurs réelles
ou complexes. Si la série de fonctions de terme général f, converge simplement sur un
mtervalle /. on définit alors sa fonction somme f de la maniére suivante :

+00
Veel, f(z) = an(a:)

n=0

Pour étudier I’existence d’une limite en un point a de I ou une extrémité de I (éventuelle-
ment infini), on utilise le résultat suivant :

Supposons que :

Pour tout entier n > 0, f,, possede une limite finie en a que I’on notera #,,.
La série Z fn converge uniformément sur /.

n>0
Alors :
La série E ¢y, converge.
n>0

- La fonction f admet une limite finie en a.

+00 +00 +o0
21:1331 Zo Tule) = Zoal:l—l)na fn(2). ou plus simplement : ;13}1 Jilz)= Zoe,,
n= n= n=

Que faire ?

Les exercices commencent généralement par 1’étude de la convergence simple de la série
de fonctions. Cela permet d’obtenir I’ensemble de définition de f.
Pour étudier la convergence uniforme des séries de fonctions, on peut étudier la conver-
gence normale (fiche 56) ou utiliser la suite des restes (fiche 57).

- Le théoreme de continuité permet aussi de calculer des limites (fiche 58).
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I1 est parfois possible de se passer de ce théoreme en encadrant la somme de la série de
fonctions.

Posons pour tout 2 €]1, +o00] :
o0
1
da)y=y =
n=1"

Justifier que ( est bien définie sur |1, +oc[ et déterminer sa limite en +oc.

SOLUTION

La fonction ¢ est bien définie car pour tout > 1. la série de terme général 51; converge
(série de Riemann). Posons pour tout entier n > 1, f,, :]1, +oo[— R définie par :

1
Ve > 1, fa(z) = —

n*
Pour tout z € [2, 400 et tout n > 1,

1

n T

1
— n?

La série de terme geéneéral 1—117 converge (série de Riemann avec a > 1) donc la série E I
n>1
converge normalement, donc uniformément, sur [2, +oo|. De plus, pour tout n > 2 :

1
Im — =0

rz—+o00 nT

et 1
Im —=1

z—+oo0 1%

Par interversion limite et somme, on en déduit que ¢ admet une limite finie en +oc eton a :

400 1
gt =D

n=1

59. Calculer des limites d'une fonction définie comme une somme de série
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Exercices
m Soit f deéfinie par :
+00
J@)= Y "
n=0

1 Donner I’ensemble de définition et de continuité de la fonction f.
2 Deéterminer la limite en +o00 de f.

m 1 Distinguerlescasz < 0,2z =0etax > 0.

2 Etudier la convergence normale sur [a, +oc[ pour @ > 0.

591

1 Soitz € R.
Sixz < 0alors —2 > 0 donc :

lim e V™ = 40
n—+4o0

La série de terme géneéral e~ TVn diverge donc grossiérement.

Si 2 = 0 alors pour tout entier n > 0, e ™V™ = 1 donc la série de terme geénéral
e diverge donc grossierement.

o)
n—+o0  \ n?

car par theoreme des croissances comparees :

n2e~2Vh = (y/n)le~*VR — 0

n—+400

Siz >0,ona:

La série de terme général ;117 converge (série de Riemann avec 2 > 1). Par critere de
comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme général
e converge absolument donc converge.
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Ainsi, f est définie sur R .

Notons pour tout entier n > 0. f, la fonction définie sur R par :
V> 0, fo(z) =e %V
Soit a € RY,. Pour tout entier n > 0, la fonction f,, est décroissante sur R donc :

0 < fa(2) < fn(a)

Ainsi, f,, est bornée sur [a, +0o0| et :

0 S |Ifn||[a’+oo[oo S f‘ll(a’)

La série de terme général fy,(a) converge (la série de fonctions converge simplement sur

%) donc par critére de comparaison, on en déduit que Z fn converge normalement
n>0
donc uniformément sur [a, +oo[. Sachant que pour tout entier n > 0, f,, est continue
sur [a, +00[, on en déduit par théoréme de continuité d une somme de série de fonctions
que f est continue sur [a, +oo[ pour tout @ > 0 donc elle est continue sur R .

Ona:
lim fo(z)= lim 1=1

r—+00 r—+400

et pour tout entier n > 1,
lim fp(z)=0

T—>+400

Drapres la question précédente, la série Z fn converge uniformément sur [1, 400
n>0

dont 400 est une extrémité. Par théoreme d’interversion limite-somme. on en deduit

que f admet une limite en +oc etona:

i 50 =3 (i (o) =1

59. Calculer des limites d'une fonction définie comme une somme de série
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D Intervertir une limite et
1IN une intégrale sur un segment
"4

Que faire?
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle [a, b] de R et a valeurs réelles
ou complexes.
Supposons que :

~ Pour tout entier naturel n, f,, est continue sur [a, b|.
La suite ( f,)n>0 converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f.

Alors :

n—-+4o00

b b
i [ fu@ie= [ lim_fu(@)da
ou encore :

Jim | ’ ala)ie = i ' fa)aa

~ Commencer par étudier la convergence simple de la suite de fonctions.
~ Pour montrer que la suite (f,),>0 converge uniformément sur [a, b] vers une fonction
f : [a,b] — R, il suffit de montrer qu’a partir d*un certain rang, f,, — f est bornée et que
I'ona:
lim |fn— flloo =0

n——+o0

Pour cela, on peut étudier les variations de f, — f afin de calculer explicitement || fr — f||
ou alors trouver une suite (v, ),>0. convergeant vers 0, telle qu’a partir d un certain rang :

Vz € [a,b], |fa(z) — f(2)] < an
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Le théoreme reste vrai si les fonctions sont continues par morceaux.
Penser au théoreme de convergence dominée en cas de non convergence uniforme.

1 T -z
: ne’ + xe
Calculer lim / (2® +1) ————da.
n—+oo Jq n+2o

SOLUTION
On pose pour tout entier n > 1 et tout 2 € [0, 1],
: 9 ne® + re™"
fn(2) = (2* +1) T n+zr
Soit 2 € [0, 1]. Alors :
lim fn(z) = (2% + 1)e”

n—-+4o0o

Ainsi, la suite de fonctions ( f;,),>1 converge simplement vers f : z — (1'2 +1)e” sur [0, 1].

Pour tout 2 € [0, 1] et tout n > 1.

(o) — £(z) = (22 + )X =)

D’apres I’'inégalite triangulaire et en utilisant que n + 2 > n > 0, on en déduit que :

2(1+e)
n

|[fu(z) = f(2)] <

Ainsi, les fonctions f, — f sont bornées sur [0, 1] etona:

2(1+e
I~ Fllggo0 < 20
et sachant que
2(1
lim M — 0]
n——+00 n

On en déduit que la suite de fonctions (f,)n>1 converge uniformément vers f sur [0. 1L
Pour tout n > 1, fy, est continue sur [0, 1] et (fn)n>1 converge uniformément vers f sur
[0, 1] donc par interversion limite-intégrale, on en déduit que :

1 T —T 1
: ne® + xe
lim / (22 +1)—————dz = / (22 +1)e” da
n—+00 /o n—+ax 0

60. Intervertir une limite et une intégrale sur un segment par convergence uniforme
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Deux intégrations par parties permettent d’obtenir :

1
/ (22 +1)e"dz =2e—3
0

r\ N
Posons pour tout n > letz € [0,1]. fu(z) = (1 + %) 5

1 Etudier la convergence simple de (f,,)n>1 sur [0, 1].
2 Etudier la convergence uniforme de (f,)n>1 sur [0, 1].

L . ! z\n
3 Déterminer lim / (1 - f) da.
0

n——+4o00 1

m 1 Ecrire f,(2) a I’aide de la fonction exponentielle.
2 Etudier z — fp(z) — e”.

3 Vérifier les hypotheses du théoreme d’interversion limite-intégrale.

1 Soitz € [0,1].
Siz=0,(1+%)"=1 — L

n—s+00

: @
Si 2 # 0, — tend vers 0 quand n tend vers +oo donc :
n

n(1+2) 23
puis par produit :
nln (1 + E) ~ T

n
Ailnsi : -
lim nln (1 + ;) =

n—+400 n

Suites et séries de fonctions



puis par composition avec la fonction exponentielle (continue sur R) :

lim (1 + E)n = lim exp (n In (1 + %)) =ie"

n—+o0 n n—+4oc

= e . PAB ;
Ainsi, pour tout 2 € [0, 1], luil (1 - ﬁ) = ¢e” donc (fr)n>1 converge simplement
n—+00 i -

vers la fonction exponentielle sur [0, 1].

Pour tout entier n > 1. la fonction g,, :  — f,(2) — e” est dérivable sur [0, 1] et sa
dérivée est :
1 r\n—1 r\n—1
g;:atr—)nx—(1+—) —eT:(l-l——) —e*
n n n

Soit n > 2. On sait que pour tout réel y > 1. In(1
In (1 & f) <
n

et en particulier, en utilisant que n > n — 1 > 0,
% %
n(1+) <
n n—1

(n—l)hl(l-}—%) <z

En utilisant le fait que la fonction exponentielle est croissante sur R. on en déduit que :

L) i n—1
(1 + —) <e”
n

+ y) < y donc pour tout 2 € [0, 1],
x
=

puis

Ainsi, pour tout n > 2 et tout 2 € [0,1], g;,(z) < 0 donc g, est décroissante. On
remarque que cela reste vrai pourn = 1. Orona :

gkl = L0 — 1= 0 o galiT= e = (1+l) .

n

Ainsi, f, — f est bornée sur [0, 1] etona:

1 n
sup |fn(2) — f(2)| = ‘(1 + ﬁ) —e

z€[0,1]

; ; 1\"* ; :
Or on sait que luil (1 + —) — e (convergence simple en 1). On obtient donc que
n—-+400 n

(fn)n>1 converge uniformément vers la fonction exponentielle sur [0, 1].

La suite (fy)n>1 converge uniformément vers la fonction exponentielle sur [0, 1] et
toutes les fonctions f,, sont continues sur [0, 1] donc d’apres le théoréme d’interversion
limite/intégrale, on a :

1 - 1
lim / (1 + ‘—) da = / efdr=e—1
n—+o0 J n 0

60. Intervertir une limite et une intégrale sur un segment par convergence uniforme
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Intervertir une somme
et une intégrale sur un segment

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle I = [a,b] de R et a valeurs
réelles ou complexes.

Supposons que :

~ Pour tout entier naturel n, f, est continue sur [a, b].

 La série Z fn converge uniformément sur [a, b].
n>0

b
Alors la série Z / fn(2)da converge eton a :

n>0v%
+00  p b [+
> [ e = / (gﬂfn(m))dw

n=0"a

Que faire?

- Pour vérifier la convergence uniforme d’une série de fonctions, il est possible d’étudier
la convergence normale (fiche 56) ou d’étudier la suite des restes (voir fiche 57).

Une série entiere de rayon de convergence I? > 0 converge uniformément sur tout seg-
ment [a,b] C] — R. R[. Le théoréme précédent s’applique donc directement dans ce cas
(le terme géneral est une fonction polynomiale donc continue).

Ce théoreme s’applique uniquement sur un segment.
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Exempie traité

Montrer que que pour tout a € [0, 1],

1+ nil
a
T e, g
1(1 — a) Z —
n=0
SOLUTION
Soit a € [0, 1[. La série entiére Z 2™ a pour rayon de convergence 1. Elle converge donc

n>0
uniformément sur [0, a]. De plus, pour tout n > 0. les fonctions 2 — 2™ sont continues sur

[0, a]. On en déduit alors que :

a [+° +00 g
/ (Z .1?") dz = Z/ 2"dx
0 n=0 n=0 0

a 1 +00 a'n+1
de =
/0 l1—2 RZ:% n+1

+00 a"tH!
—In(l—a)=)_

ce qui donne :

et ainsi :

n+1

On pose pour tout = € [0, 1],

+o00 1 1
Stz) = —
() 7122:2(71—3: 'n.+a?)

1 Justifier que S est bien définie.

1
2 Calculer / S(x)da.
0

61. Intervertir une somme et une intégrale sur un segment par convergence uniforme
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RC :'T:ﬁ?m 1 Etudier la convergence simple de la série de fonctions.

2 Etudier la convergence normale de la série de fonctions puis faire
apparaitre une somme télescopique.

IllllIIIIIIIIIIllIIIlIlIIlIlIIlIlIlIllIlIl_IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIllll
: Y ~
N’ \,"‘“ ' :m

1

On définit pour tout entier n > 2, f;, : [0, 1] — R par :

1 1 20
Vz € [0,1], fa(z) = n—¢ ntz ne—z2

Soit 2 € [0, 1]. Pour tout entier n > 2, n? > 22 car 2 € [0, 1]. Ainsi, f,(2) > 0.0Ona
de plus :
24

o
n—+4o00 N2

fn(2)

La série de terme genéral (positif) 7—115 converge donc par critere de comparaison pour
des séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme général f,(x) converge.
Ainsi, S est bien définie sur [0, 1].

Pour tout entier n > 2, f,, est continue sur [0, 1] (par quotient de fonctions continues
avec un dénominateur ne s annulant pas).

Etudions la convergence normale de Z fn. Pour tout entier n > 2 et tout 2 € [0, 1],

n>2
ona:

n2—22>n2-1>0
Par décroissance de la fonction inverse sur R | on en déduit que :
1 1
e

i —
n2—22 " n2-1

Sachant que 0 < 22 < 2, on en déduit que :

2

OS fn(x) S n2_1

Ainsi, f, est bornée sur [0,1] etona:

2
0 < lfalloo < ——

Suites et séries de fonctions



On a de plus :
2 2

n? —1 +oo n2

La série de terme général (positif) - converge donc par critére de comparaison pour
n2

des séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme général 52-_; converge

puis de nouveau par comparaison, que E fn converge normalement sur [0, 1] donc
n>2
uniformément sur [0, 1]. On en déduit alors que :

s> | fe)e
/0 ) =37 /0 ful2)

Or on a pour tout entier n > 2,

1 1 1 1
/0 In(z)ds = /0 <n L n-{—:v) da

= [-In(n — z) — In(n + 2)]}
=—In(n—1) —In(n+ 1) + 2In(n)
=1In(n) —In(n — 1) — (In(n + 1) — In(n))

Par télescopage, on en déduit que pour tout entier N > 2,

N 1
> [ fat@)de = @n() = (1)) = ((N + 1) = In(2)
n=2

= In(2) — (In(N + 1) — In(N))

= In(2) — In (1 g %)

Par continuité de la fonction logarithme népérien en 1, on en déduit que :

1
N l—lgtloo In (1 * N )
On obtient finalement :

/1 S(z)dx = In(2)
0

61. Intervertir une somme et une intégrale sur un segment par convergence uniforme
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Montrer que ia limite d'une suite
te fonctions est de ciasse C1.

Cas des séries de fonctions

Soit (fr)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle 7 de R et a valeurs réelles ou
complexes.

Supposons que :

- Pour tout entier naturel n. f, est de classe C Lsur I.
~ Lasuite (f)n>0 converge simplement vers une fonction f sur I.
~ Lasuite (f},)n>0 converge uniformément vers une fonction g sur I (ou sur tout segment

de I).
Alors f est de classe C! sur I et f' = g.

Par deéfinition de convergence d’une série de fonctions, on en deduit le résultat analogue
pour les séries de fonctions :

Supposons que :

- Pour tout entier naturel n. f, est de classe C Lsur I.

La série E fn converge simplement sur /.
n>0

La série Z f), converge uniformément sur I (ou sur tout segment de 7).

n>0
+00 400 ' +oo
Alors la fonction Z fn est de classe C! sur I et (Z fn) = Z 745
n=0 n=>0 n=0
Que faire ?

Pour vérifier la convergence uniforme d’une série de fonctions, il est possible d’étudier
la convergence normale (fiche 56) ou d’étudier la suite des restes (fiche 57).
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Le deuxieme théoreme est utile dans le cas de I’étude d’une fonction définie comme une
somme de série. Il peut par exemple permettre 1’étude des variations de celle-ci.

Les différentes hypotheses doivent étre parfaitement connues. En particulier, il ne faut pas
confondre convergence simple et convergence uniforme.

I est trés fréquent de se restreindre a des segments ou des intervalles du type [a, +00].

On pose pour tout » € R’ .
400
Arctan(naz)
f@)=3] 5
n=1

Montrer que f est de classe C! sur RY,.

SOLUTION
Posons pour tout n > 1 et tout z € R,

Arctan(nx)
z = ————

fn(2) n?
Pour tout réel 2 > 0, on a: i

™

> ~ —_— X —
fa(2) ns+o0 2~ n2

La série de terme général ;lg converge (série de Riemann avec 2 > 1). Par critere de com-
paraison des séries a termes positifs (la fonction Arctan est positive sur R* ). on en déduit

que la série de terme général f,(z) converge. Ainsi, E fn converge simplement sur R .
n>1

Pour tout n > 1. f,, est de classe C! sur R? et pour tout 2 > 0,

1 n 1 1

!
)=—FX—— s =— X ———=
Fu(@) n?2" 1+ (nmz)2 n 1+ n222

Soit [a,+o0o[C R*. Pour tout n > 1 et tout 2 € [a,+0o0[. on a par décroissance de la
fonction inverse sur R :

| 'l,l(:p)l S _ X

Ainsi, f;, est bornée sur [a, +oo[ etona :

1 1

’
”fn”[a.,+oo[ < a2 X =

62. Montrer que la limite d‘une suite de fonctions est de classe C1. Cas des séries de fonctions
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Par comparaison a une série de Riemann convergente (3 > 1) et sachant que les termes
geénéraux des séries étudiées sont positifs. on en déduit que la série de fonctions de terme
général f], converge normalement donc uniformément sur tout intervalle [a, +oo[ de RY .

Par théoréme de dérivation d’une série de fonctions, on en déduit que f est de classe C! sur
R* et que pour tout 2 > 0.

+00 1
flgy=%"

272
= n(1 + nx?)

E i

On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn e N*, Vz € [O. 1], Un () = In (1 4= il.) T
n n
On pose alors pour tout z € [0, 1],

+00

S(ar):Z[ln(l-l—%) —%]

n=1

1 Démontrer que S est bien définie.
2 Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
3 Calculer S’(1).

Pour n € N*, on considére la fonction f, : |1, +00[— R définie par :

Ve > 1, fa2) = e
T In(ne)
400
1 Justifier que F : 22— Z fn(2) est bien définie sur |1, +oc].
n=1

2 Démontrer que F est de classe C! sur |1, +o0c] et préciser les variations de F.

Suites et séries de fonctions



[EXERCIC il 1 Etudier la convergence simple de la série de fonctions.
2 Vérifier les hypotheses du théoréeme de dérivabilite.

3 Faire apparaitre une somme télescopique.

[ERCIC! il 1 Etudier la convergence simple de la série de fonctions en utilisant
le critere spécial des séries alternées.

2 Utiliser le reste d’ordre n de la série de fonctions de terme général

fa-

TERRRRRRR e nnnnnnnennnnnnmnmmnm s.llll.ls ‘.s 'l"clc.s PRRRRRRE e

1 Soit2 € [0,1]. Sia = 0, pour tout n > 1, u,(0) = 0 donc Z uy(0) converge.
n>1
Si 2 # 0, quand n tend vers +oc, en utilisant le développement limité de In(1 + z) en

O.ona:
wnlz) = z +o L
" om0 2n2 n2
donc :
2
x
Up(2)| ~ —
[un(2)] +oo 2n?2

Or la série de terme général ;lg converge (série de Riemann avec 2 > 1) donc, par

critere de comparaison des séries a termes positifs, Z un () converge absolument
n>1

donc converge.

On en deduit que la série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur

[0,1]. La fonction S est donc définie sur [0, 1].

2 Verifions les hypotheses de dérivabilité d’une série de fonctions :

La série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur [0, 1] d’apres la
question préceédente.

Pour tout n € N*, u,, est de classe C! sur [0, 1] et pour tout z € [0, 1],

u/(a‘)_ 1 1_ —ib
T 24n o on n(z+n)

62. Montrer que la limite d‘une suite de fonctions est de classe C1. Cas des séries de fonctions
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Pour tout n € N* et pour tout z € [0, 1],
| =2 =2<]1

etn+x > n > 0 donc par décroissance de la fonction inverse sur R . on en déduit :

1
|up ()] < )
Ainsi u, est bornée sur [0, 1] etona:

1

/
lenlle < 3
oo n2

Or la série de terme général 7—:; converge donc par critere de comparaison des séries
a termes positifs, la série de fonctions de terme général u), converge normalement,
donc uniformément sur [0, 1].

Aiinsi, la fonction S est de classe C! et donc dérivable sur [0, 1].
D’apres la question précédente,

/ o ' S : -
8'(1)= gun“) - ; (n+ i 5)

Or pour tout entier N > 1, on a par télescopage :

i L TN -
n+1 n) N+1 N—4o0

n=1

Ainsi, S'(1) = —1.

E 2

Pour tout entier n > 1 et tout réel 2 > 1, na > 1 donc (In(nz)),>1 est une suite stric-
tement positive. De plus. elle est strictement croissante (par croissance du logarithme).

On en déduit que la suite de terme général —— est strictement positive et décroissante.

In(nx)
De plus,

1m =
n—+oc In(nz)

D’apres le critere spécial des séries alternées. on en déduit que la série de terme géneéral

¥ gy (="

~ In(na)

converge. Ainsi. F est bien définie sur |1, +o0].

Suites et séries de fonctions



Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivation d’une série de fonctions.
La série de fonctions Z fn converge simplement sur |1, +o0.
n>1
Pour tout entier n > 1, f,, est de classe C L sur ]1, +oo[ et pour tout réel z > 1,
1 1 ( ., | )n+1
! n
z)=(-1)"x|——) X% =
fa(z) = (=1) ( a?) In(na)?2  xln(nz)?

Soit 2 > 1. La suite de terme général In(na) est croissante et strictement positive
donc la suite de terme général In(na)? est croissante et ainsi la suite de terme général

(@) = ——

~ zln(nz)?

est décroissante et positive. De plus.
lim |fn(2)] =0

n—4o0o

Ainsi, la série de terme général f, (2) est une série alternée et les hypotheses du cri-
tere spécial sont vérifiées. Par conséquent, la série de terme général f, () converge.
Posons pour tout entier n > 1 et 2 €]1, +o0],

+00
Ry(z) = Z fl((-"‘)

k=n+1

D’apres le critere spécial :

|Bn(2)| < |fp41(2)]

1 1
T2 In((n+ 1)x)?2 = In(n + 1)2
car x > 1. Ainsi, R, est bornée sur |1, +o00[ et :
1
nlloo < T + 1)

Par théoréme d’encadrement, on en déduit que la suite de terme général || R, |~

0<|R

converge et a pour limite 0. Ainsi, Z [, converge uniformément sur |1, +00].
n>1
Par théoreme de dérivation d’une série de fonctions, on en déduit que F est de classe
¢! sur |1, +00] et pour tout réel 2 > 1,
+00 (_1)k+1

Fi(z) = x In(kz)?

k=1
D’apres le critere spécial, F”(2) est du signe de :
(<1 _ 1
rln(z)?2  zln(x)

Ainsi, F est croissante sur |1, +00|.

5 >0

62. Montrer que la limite d‘une suite de fonctions est de classe C1. Cas des séries de fonctions 313
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netermmer le rayon de convergence @

Soit Z anz" et Z bn2" des séries entiéres a coefficients et de la variable ~ complexes.

(Rayon de convergence) 3" anz"DVG )

On appelle RAYON DE CONVERGENCE de la (@n2™)nen ne tend pas vers 0
. . n “, »’

série entiere E anz" la quantité R défi- (anz™)nen nest pas borée

nie par :
R =sup{r >0, (ap2")nen est bornée}

Le rayon de convergence R est un réel po- R
sitif, ou bien +oc.

4 tout est possible
(Autres caractérisations du rayon de o el s
convergence) convergence

R =sup{r >0, Z an2" CVA ¥}

=sup{r >0, (an2")nen tend vers 0}

> anz®cva(®)
(an2™)nen tend vers 0

™) on1 CVA et DVG signifient respective-
ment « converge absolument » et « diverge

grossiérement » (an=)nen et bomée

(Propriété) Les séries entieres Z an2" et Z nay, 2" ont méme rayon de convergence.
(Relations de comparaison)
On note R, et R}, les rayons de convergence respectifs des séries Z ax 2" et Z bs 2™

Silap| < |bp|, alors: Rq > Ry.
Si |an| |b,,| alors: Ry, = Ry.
Siagn = +(g°(b,,), alors: Ry > Ry.

63. Déterminer le rayon de convergence d’une série entiére 317
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(Régle de d’Alembert) Soit (u,),cn € CV qui ne s’annule pas a partir d’un certain
Zntll _, ge R U {+oo}.

Up | n+o0

rang. On suppose que

Si ¢ < 1, alors la série Z u, converge absolument.

Si ¢ > 1, alors la série E u, diverge grossierement.

Que faire?

Pour déterminer le rayon de convergence I? de la série entiere E a, 2", on peut utiliser
une ou plusieurs des meéthodes suivantes :

Méthode 1 : on utilise la définition ou une des caractérisations pour encadrer £.
< rq, la série E an2"

converge absolument (resp. la suite (a,2"),en est bornée ou tend vers 0).
On obtient alors une minorationde B : R > ry.

~
“

- on cherche un réel positif | tel que pour tout 2 vérifiant |2

- on cherche un réel positif 5 tel que pour un 2 de module o, la série Z ap2" diverge
grossieérement (resp. la suite (a,2"),en n’est pas bornée ou ne tend pas vers 0).
On obtient alors une majorationde 7: R < ro.
EXEMPLE1 La série entiére Z 2" a pour rayon de convergence R = 1.
En effet, pour tout 2 tel que |2| < 1, la suite (2™),en tend vers 0, d’ou R > 1.
Et pour 2 = 1, la suite (2"),en ne tend pas vers 0, d’ou R < 1. Ainsi R = 1.
Méthode 2 : la multiplication du terme général par une puissance de n ne modifie pas
le rayon de convergence de la série entiere.
~N
~ ‘yn ) 3~n ~ —
EXEMPLE 2 Z 3 Z et Z n”z" ont méme rayon de convergence R = 1.
n>1
Méthode 3 : on utilise les relations de comparaison.
EXEMPLE3 La série entiere Z n(=D" 2" 4 pour rayon de convergence R = 1.

En effet, pour tout n € N*, on a I’encadrement suivant : 1/n < n=D" < n.
T

Or les séries entieres Z nz" et Z “— ont pour rayon de convergence 1, ce qui permet
n
d’en déduire respectivement que > 1 et R < 1. Ainsi, R = 1.
EXEMPLE4 La série entiére 2(71.3 — 2n% 4+ 1)2™ a pour rayon de convergence R = 1.
En effet, sachant que |[n® — 2n? + 1| e n3, la série entiére X:(n3 —2n? +1)2"a
o0

meéme rayon de convergence que la série entiére _S_ n32", a savoir R = 1.

Méthode 4 : on applique la regle de d’Alembert a la série numeérique Z anz" pour

un 2 non nul fixé. "
T

EXEMPLES Le rayon de convergence de la série entiere Z ? est R = /3.

Séries entiéres



En effet, calculons pour tout z # 0 :

2(n+1) .
z o2 o2
i B 2]
332_: 3| ns+0 3
' |Z|2 »2n :
- Si|z2| < /3, alors 3 < 1€t E 3 converge absolument. Donc R > /3.
IZP »2n
- Si|z| > V3, alors 5 > 1et E 3n diverge grossiérement. Donc R < /3.

Ainsi, le rayon de convergence vaut bien R = /3.

Pour déterminer des rayons de convergence avec efficacité, il est utile de connaitre ceux
des séries entieres de référence, rappelés dans la Fiche 64.

Exempie traité

Déterminer le rayon de convergence I? des séries entieres suivantes :

1 27132" 2 Z(ln n)z" 3 Z Arign_" Mg Z Sl:l"- n

n>1 n>1 n>1

o2

SOLUTION
1 Lasérie E n”2™ a méme rayon de convergence que la série E 2", asavoir R = 1.

2 Comme (Inn),>; ne tend pas vers 0, Z Inn diverge grossiérement. Donc R < 1.

De plus, pour tout 2 € C tel que |2| < 1, la suite ((Inn)2"),> tend vers 0 par crois-
sances comparees. Donc R > 1.
Ainsi, le rayon de convergence recherche vaut # = 1.

; ™ e ;
3 Sachantque lim Arctann = 5 ona I’équivalent suivant :

n—-+4oo
Arctann T
n? n—+4oo 2n2
. Arctann . . v
Donc la série —— 2" améme rayon de convergence que la série —,quia
n? = n2

méme rayon de convergence que la série E 2", asavoir R = 1.

4 On a l’équivalent suivant :
en

~  —

+o0 M

shn

n

63. Déterminer le rayon de convergence d’une série entiére
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shn & » e” & ;
2" a méme rayon de convergence que la série E —2",quel’on

va déterminer O_race a la regle de d’Alembert. Calculons pour z # 0 :

e"t! n+l sia
ntl —2 > e|z]
e n+1 | no+oo

1 shn 1

Si|z| < —, alorse|z| < 1et Z 2" converge absolument. Donc R > —.
e e

1 o 1

2| s ,alorse|z| > 1et Z diverge grossierement. Donc I? < —

e

o . 1
Ainsi, le rayon de convergence recherche vaut R = —.
e
Exercices

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

> n?(lnn)2" 3 Zln<1+sin%)z" Y H 2k+1) 2

n>1 n>1

2 Zn!z" 4 Z3+4mz & Z Z B
n>1 \k=1
m

Déterminer le rayon de convergence I? de la série entiere g an2", ou a, désigne :

. . n=1
1 le nombre de diviseurs de n pour tout entier n > 1,

2 le terme général d’une suite périodique quelconque.

633/
Soit E an 2" une série entiére de rayon de convergence R > 0.

Montrer que la série E ' a un rayon de convergence infini.

n'

1 Tout entier n > 1 a un nombre de diviseurs compris entre 1 et n.

2 Toute suite périodique est bornée. Il convient cependant de traiter
le cas de la suite nulle a part.
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Considérerunréel » €)0, R[, puis majorer la quantité |a,, 2| par le terme
geéneéral d’une série absolument convergente pour tout 2z € C.

1 Par la méthode 2, les séries entiéres Z n?(Inn)z" et Z(In-n)z" ont méme rayon de
convergence.

La question 2 de la rubrique Exemple traité permet alors de conclure que R = 1.
2 Pour tout 2 € C*, la suite (n!2"),cn ne tend pas vers 0. Ainsi, R = 0.

3 On a les equivalents suivants :

'ln(1+sinl)' ~ s'ml ~ —
n ~+00 n +oo n

~

Donc la série entiere E In (1 + sin — | 2™ a méme rayon de convergence que la série
n

n
entiere E —, qui a méme rayon de convergence que la série E 2", asavoir R = 1.
n

4 Onal’équivalent suivant :
13 + 4ni| = /32 + (4n)? i 4n
o0

Donc la série entiere E (34+4ni)2" a méme rayon de convergence que la série entiére
E nz", qui a méme rayon de convergence que la série entiére E 2", asavoir R = 1.

5 Calculons pour tout z # 0 :

+1_1
(0 wiem) | e,
(Hn 1 )~n T 2n+4 3 notoo
k=0 (2k+1) ) ©
1

(2 +1)
absolument pour tout 2 € C. Ainsi, le rayon de convergence recherché vaut ? = +oc.

n
Donc, par la regle de d’Alembert, la série entiere z H 2" converge
k=0

6 Ona l’équivalent suivant :

22 |
Z% +’V lnn
T

63. Déterminer le rayon de convergence d’une série entiére
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n

Donc la série entiere E E — | 2™ améme rayon de convergence que la série entiére

n>1 \k=1
Z(ln n)z", asavoir R = 1 (cfle 2 de la rubrique Exemple traité).

n>1

|
1 Tout entier n > 1 a un nombre de diviseurs compris entre 1 et 7, autrement dit :

VneN*", 1<a,<n

Or les séries Z 2" et Z nz" ont pour rayon de convergence 1, ce qui permet d’en
déduire respectivement que R < let R > 1.
Ainsi, la série Z anz", ou a, désigne le nombre de diviseurs de n, a pour rayon de
convergence i = 1.
2 On effectue la disjonction de cas suivante :
Si la suite (an)n>1 est nulle, alors R = +oc.
Sinon, la suite (ay),>1 n’est pas nulle, et étant périodique, ne tend pas vers 0.
Donc la série Z an diverge grossierement, d’ou R < 1.
Par ailleurs, étant périodique, (a,),>1 est bornée par une constante M > 0 et :

Vn € N*| |ap2"| < M|2"|
Or la série Z 2" a pour rayon de convergence 1, donc R > 1. Finalement, R = 1.

Ainsi, la série E an 2", ou a, est le terme général d’une suite périodique, a pour rayon
de convergence R = +oc si la suite est nulle, ou R = 1 sinon.

|

Soit » €]0, R[. Sachant que R désigne le rayon de convergence de la série entiére Z anz’s

il vient alors :
dM eRy, VR €N, |a,r"| < M

Soit 2 € C. On en déduit alors :

(=/r)" (/)"

n!

Vn € N, <M x

= I(ln'l’nl X

4n n
n!

(z/r)"

n!
paraison par majoration, il vient que la série E —':z" converge aussi absolument pour tout
n!

Or la série exponentielle Z converge absolument pour tout 2 € C, donc par com-

z € C. Ainsi, la série E —- 2" a un rayon de convergence infini.

Qn
n!
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Gaiculer Ia somme d'une série entiére

Dans un premier temps, on considere des séries entieres E apz™ a coefficients quel-
conques (réels ou complexes) et de la variable 2 REELLE.

~ (Sommes des séries entieres réelles de référence)

Fonction Développement en série entiere Intervalle de validité
0 n
T er z— Z 0 R
n=0
o0 2
z+— chz T —_— R
n; (2n)!
oo on+1
x
~— sh — — R
Ehi sl % Z_; @n+1)!
§ (_l)n 2n
T COST T R
= (2n)!
. D ane
T —SINT T— Z mx R
1 +00
n
T T z Y J=1.1]
n=0
i
x + arctan Ty ~——gntl ]-1,1]
2n+1
n=0
+00  1\n+1
z— In(1+ ) zn—)z¢zn | —1,1]
n=1 n
Fo0
ala—1)---(a—(n—-1))
z— (1+2)* acR xv—)1+nz=:l - i |—1,1]

(Dérivation et intégration terme a terme)

La somme d’une série entiere réelle est dérivable et intégrable terme a terme sur son
intervalle ouvert de convergence.
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On considere désormais des séries entieres E a,2" a coefficients quelconques et de la
variable 2 REELLE OuU COMPLEXE.

(Sommes des séries entieres complexes de référence)

+00 _n | 400
VzeC, e* = = et Viz| <1, —— = 2™
’ ng_%n! 121 Sl= nz_%

(Produit de Cauchy) Soit Z an 2" et Z b,2" deux séries entieres de rayons de
convergence respectifs I, et R. Alors pour tout |2| < min(R,, Rp) :

+00 n +o00 +00
> (Sawas )2 = (T onet ) (Lten
n=0 \k=0 n=>0 n=0

Que faire?

Pour calculer la somme d’une série entiere, on se ramene si possible aux sommes de séries
entieres de référence en utilisant une ou plusieurs des méthodes suivantes :

s’il y a des multiples de n ou _,HILI par rapport aux séries de référence, alors on peut

dériver ou intégrer les sommes terme a terme sur ’intervalle ouvert de convergence,
si la série entiére est du type Z Q(n)z" ou Q est une fraction rationnelle, alors on
peut décomposer ( en €léments simples,

si la série entiére est du type Zanz" ou on peut exprimer a, sous la forme d’une
somme, alors on peut faire apparaitre un produit de Cauchy.

Souvent, il est en outre nécessaire d’utiliser des relations de Chasles et/ou des décalages
d’indices pour forcer [’apparition exacte des sommes de séries de référence.
Ces différentes méthodes sont illustrées et commentées dans la rubrique Exemple traite.

Pour calculer une somme numeérique, on peut essayer de I’interpréter comme la partie
réelle ou imaginaire de la somme d’une certaine série entiere. que 1’on peut calculer par
I'une des méthodes précédentes.

400

: : s sin(n@)

EXEMPLE1 Soit # € R. Apres avoir justifié la convergence, calculer gl

— 3"nl
On a la majoration suivante pour tout n € N :

sin(nf) 2 1
3np! | — 3nn!

3)"
Or E 3 i estune série exponentielle, donc convergente. Par comparaison, il vient alors
n!

sin(n#) . o
que E ———— est une série absolument convergente, a fortiori convergente.

Séries entiéres



Sachant que e* = e%*(*) [ cos(Sm 2) + i sin(Sm z)| pour tout = € C, on calcule alors :

+0oo . +00 A ind 400 (el \n _ -
sin(n# Sm(e™ S i0 o Jsind
3’571.') - Z 3"(’71,' ! = | :ﬂ) = E‘s’m(esfi') =e'% sin (T)
n=0 ’ n= : n=0 &

Il est aussi possible de calculer la somme d’une série entiere a I’aide d’une équation dif-
férentielle. Cette technique classique est traitée dans la Fiche 67.

Déterminer le rayon de convergence, puis la somme des séries entieres suivantes :

2 3n
1 Zna 2 Zn+2mn

3 Za,,m" ou a, = Card {(p,q) € N2, p+5¢ = n}

SOLUTION

1 La série E n?z™ a méme rayon de convergence que la série g 2", a savoir 1.

La présence de n? par rapport a la série de référence E a™ incite a dériver deux fois
la somme de cette série de référence. On calcule alors pour tout 2 €] — 1,1 :

+00

E ‘1‘" _— 1

n—>0 -z on dérive,

puis on multiplie par x
+00
T
d’ou E nE" = =

n=I1 (1 ik )

on derive,
puis on multiplie par x

d’ou 2 — X &
—_ m)4
n=1 (1 . )
+00
(2 + 1
Ainsi, Z n’z" = %—} pour tout z €] — 1, 1[.
n=0 ~

64. Calculer la somme d’une série entiére
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2 La regle de d’Alembert permet de trouver que le rayon de convergence est 1.

La série entiere est du type Z Q(n)az", ou Q est une fraction rationnelle, on peut
décomposer @ en éléments simples et on calcule alors pour tout z €] — 1, 1[\{0} :

+0o0 +00 11_*_2

3n
nz:-:‘)n—l»?l‘n - 32( n+2) _323 Zon-l—2

3 6 == &b 3 6 6in(l—a2)

1—a2 a2 n ,1—2 = 2
T n=2 I
+o0 n
m(l-z)=-z-) —
décalage d’indice ( T) T 25

+00 €T .
—r—— re| —1,1[\{0
n+2 _
= 0 siz=10

3 Soit n € N. On note A, = {(p.q) € N, p + 5q = n} de sorte que a,, = Card A,,
et R le rayon de convergence de la série étudiée.
D’une part, le couple (n,0) € A,,,d’ou a,, > 1 et R est alors majoré par le rayon de

convergence de la série Z x", a savoir 1.

D’autre part, A, C [0,n]? d’oua, < (n+1)? et R est alors minoré par le rayon de
convergence de la serie Z (n+1)22", a savoir 1 (obtenu par larégle de d’Alembert).
Ainsi, le rayon de convergence de la série étudiée vaut R = 1.

On considere les suites (¢, )nen et (dy )nen définies respectivement par :

1 sin estun multiple de 5

VneN, ¢, =1 et VneN, d, = { B sion

On calcule alors pour tout 22 €] — 1, 1] :

Sor - 55 Y5 X oo

n=>0 n=0 \ (k.,£)€[0,n]? n=0 \ (k,£)e[0,n]?
k+50=n 5f=n—k

iy = +0oo 400
- Z (Z Ck‘dn—k) et = (Z cnar"> (Z dnflrh)
n=0 \ k=0 0

n=>0

o n 5n 1
- (£4) (£) - et

par définition de ¢n, et dn sommes de référence

- 1
Ainsi, Zanar" = - pour toutz €] — 1,1[.
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Le but de cet exercice est de justifier I’existence et calculer la valeur de la somme :

% 1 2nm
A= — 008 | ——
n2n 3
n=1
: . 54 " 1 2nm
1 Deéterminer le rayon de convergence de la série entiere E =008 | —— %"
n

2 Calculer la somme de cette série entiere sur son intervalle ouvert de convergence.
3 En déduire |’existence et la valeur de A.

EXERCIC m 2 Commencer par déterminer une expression simple de la dérivée de la
somme, puis intégrer.

PRRRRRRR R e nnnnrnnnnnnmm s.l.ll..s '.s .l.'clc.s BERRRRRR R e nnnnnnnm
2nm

- 1 " 2
1 Lasérie Z —cos (—3-) 2™ améme rayon de convergence I que Z cos (%) 2™,

D’une part, on a la majoration suivante :

- 2nm
3

Or la série Z 2" a pour rayon de convergence 1, d’ou la minoration R > 1.
D’autre part, la suite (un)nen = (cos (2n7/3)), oy ne tend pas vers 0, car sa suite

Vn € N, <1

extraite (s, )neN est constante égale a 1, d’ou la série numérique Z u, est grossiere-
ment divergente. D’ou la majoration R < 1.

1 2nm

Ainsi, le rayon de convergence de la serie E — COS (T) x"est R = 1.
n

n>1

2 Onnote S la somme de la série entiére (au moins) définie sur | — 1, 1[.
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Par dérivation terme a terme, on calcule d’abord S’(z) pour tout 2z €] — 1, 1] :

A 2nm . ' = .
Sx) = Zcos (T) 2" = Re jZ(j:l‘)" 1‘ = Re jZ(jm) ‘
n=1 n=1 n=0

11 suffit alors d’intégrer pour en déduire que pour tout 2 €] — 1,1 :

1 [* 2 +1 1 2

S(xz) =5(0) — = —— = —— . .

(#)=50) 2/0t2+t+1 g b Emar)
=0

3 Onremarque que A = S(1/2) avec 1/2 €] — 1, 1], donc A existe et vaut :

2117r 1 1 1 1 1 7

Séries entieres



-
Montrer qu'une fonction
est développabie en série entiere

(Fonction développable en série entiére au voisinage de 0)
Une fonction f est dite DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE AU VOISINAGE DE () (en abrége

DSE) s’il existe un réel » > 0 et une série entiere Z anz™ de rayon de convergence
R > rtels que:

+00
Vee|—rr[, f(z)= Zanm"
n=0

(« DSE implique ¢ »)

f est de classe €°° et coincide avec sa

série de Taylor en 0 au voisinage de 0

5 f est DSE
1
au voisinage de 0

],ALORSZ

= ) (o
i€ flz)= Z A )a:" au voisinage de 0

|
n=>0 He

(Unicité du développement en série entiére) Soit » > 0, et Z anz” et Z baz™
deux séries entiéres de rayons de convergence strictement supérieurs a r.

+00 +00
SI!V:EE]—T,T[, Zanm":zbnm"],uom: [VReEN, ap=b, ]

n=0 n=0

Les développements en série entiere de référence sont a consulter a la fiche 64.

Que faire?

Pour justifier qu’une fonction f est développable en série entiére, on peut procéder d’une
des maniéres suivantes :

on dit que f s obtient par opérations usuelles (somme, produit, dérivation, intégration)
de fonctions développables en série entiere,

65. Montrer qu'une fonction est développable en série entiére et calculer son développement =~ 329
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on calcule directement son développement en série entiere,

on montre que la série de Taylor de f converge simplement vers f avec 'inégalité de
Taylor-Lagrange.

Pour calculer le développement en série entiere d’une fonction f, on peut suivre une ou
plusieurs des méthodes suivantes :

on utilise les développements usuels et les opérations sur les séries entieres (somme,
produit, dérivation, intégration),

si ’expression de f est une fraction rationnelle qui n’a pas 0 pour pole, alors on la
décompose en eléments simples, puis on développe chaque terme en série entiere,

si f est une fonction définie par une intégrale ou une série, on développe souvent la
fonction a I’intérieur de I’intégrale ou de la série en série entiere, puis on intervertit les
symboles,

on utilise la technique de 1’équation différentielle (cf fiches 66 et 67),
on determine le développement de Taylor de f.

La rubrique Exemple traité illustre et commente certaines de ces méthodes.

Il est important de savoir qu’une fonction de classe ¢"*° au voisinage de 0 n’est pas né-

cessairement développable en série entiere au voisinage de 0.
1

EXEMPLE1 On peut montrer que la fonction f : x +— e =2 prolongée par 0 en 0 est de
classe €' sur R, mais que f n’est pas développable en série entiere car elle ne coincide
pas avec son polynome de Taylor en 0 qui est nul.

Selon la technique employ¢e. on peut aboutir a plusieurs résultats pour le développement
en série d’'une méme fonction, résultats qui sont en fait tous identiques par unicité du
développement en série entiere. Ce procédé permet ainsi d’établir des formules par iden-
tification et est illustré dans I’exercice 1.

Exemple traité
Déterminer le développement en série entiere des fonctions définies par les expressions sui-
vantes :
f(@) = e Tsina 8 s0)=—— W ¢ " sin(t2)dt
%)= z) = — i) = sin .
4 22 —5x+6 (2) 0 ()
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SOLUTION

1 Les fonctions 2 +— e~ et sin sont développables en série entiere, donc leur produit f
I’est aussi, et on a pour tout 2 € R :

f(:l?) = e Tginy = i‘s‘m[e(_”i)f = & [Z ( 1 -{—? ,n]

¥ om )" "'43"] e (V2)" 3nw
_ n __ . DIRETY e
o ; n' = Z n! st ( 4 ) .

n=>0

2 Entant que fraction rationnelle n’admettant pas 0 pour pole, g est développable en série
entiére et pour tout 2 €] — R, R|[, ou R est le minimum des modules des péles de g :

1 1 1 1 1 1 1 13IRn 13X

I =@ —3 z-3 z-3_ 3% -2 '2°1-2 :_inz()§+§n=0§
+00 1 1
eI o S . S\ n
Ainsi, R = 2 et pour tout 2 €] — 2,2, f(z) = Z (W — W) ",
n=0
3 Pourtoutt € R:
2 = (__1)71 4 2
sin(t*) = —~ =8 __JenT
() Z (2n+1)!
n=>0
Par théoreme d’intégration terme a terme, il vient alors que, pour tout z € R :
’I(’l‘ /I - = 14"+2df Z 1)71 / l-’ln+2d, - +Z°° (—1)" 1‘4"_*_3
(271 +1)! ' il eyl (2n+ 1)!(4n+3)"
Exercices

Soit f la fonction définie par :
Ve eR, f(z)=(chz)cosz

Justifier que f est développable en série entiere au voisinage de 0.

A I'aide de I’exponentielle imaginaire, calculer le développement en série entiére de f.
A I'aide d’un produit de Cauchy, calculer le développement en série entiére de f.

En déduire la formule suivante :

2p+1
dp+2
Vp €N, Z (p+>:0

65. Montrer qu‘une fonction est développable en série entiére et calculer son développement
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2 S’inspirer du 1 de la rubrique Exemple traité pour débuter.
Utiliser ensuite la technique de factorisation par angle moitié pour
factoriser une somme d’exponentielles imaginaires :

3 f . 04 +02 2 91 —02 .01 —02
V(01,602) e R?, &1 tei®2 = "7 (ei" 2 +e iz )

= 2e7F2 cos (01 — 02)
2

4 Utiliser I'unicité du développement en série entiere, puis n = 2p+ 1.

1 Les fonctions ch et cos sont développables en série entiere au voisinage de 0, donc leur
produit f est aussi développable en série entiere au voisinage de 0.

2 Oncalcule pour tout 2z € R :

’ T —Z ; 1 ; ’
f(z) = Re[(chz)e’™] = Re l——e -;e X e“’] = §§Re [e““)r + =149
1, [RXA+)" o R(-1+9)" ,
= §3ie Lz_(:) i T +1§ = x
B 1*2"’ Re[(1+9)" + (=1+9)"] ,
2:3 n! > 1+i=v2e'T
-nw -3nw —1+i:\/§ei{1—"
_ lf Rel(vD)"e'™T + (V"' T]
T n! ' ;
A—0 > «on factorise
par I’angle moitié »
Ll
T n! ‘
n=0 > formule d’Euler
+00
_ (V2)" inT\ n
B Z nl C ( )% =
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3 On calcule pour tout z € R :

f(2) = (chz)cosz

produit de Cauchy

— s = 1 (_l)n—k 2n
- 2},@0( )x(z(n k)))x

1 e B (2n)
(2k)!(2n — 2k)! — (2n)! \2k

> inversion d’indice j = n — k

formule de symétrie

+00
Ainsi, pour tout 2 € R, f(z) = Z ( e 'Z< ) 1)1') 22n

4 Par unicité du développement en série entiere de f, il vient alors :

Vn €N, 2%)' Xn:(—l)k (;Z) = (\{3)11 cos (%) cos

En particulier, pour p € Netn = 2p + 1, on trouve :

“~ -
"

=0

(%)

2p+1
. (4p + 2
Ainsi, pour tout p € N, Z (—1)"( p2-l: ) =0.
k=0
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Utiliser des séries entieres
pour résoudre des équations

On note K pour désigner indifféremment R ou C.
La résolution des équations différentielles a 1’aide de séries entiéres est basée sur les
résultats suivants :

(Unicité au probleme de Cauchy 1)
Soit a, b des fonctions continues sur un intervalle 7 de R, g € I et yp € K.
Alors le systéme suivant d’inconnue y € C(I,K) :

{ Y +a@)y = ba)

admet une unique solution.
y(zo) = wo

(Unicité au probleme de Cauchy 2)
Soit a, b, ¢ des fonctions continues sur un intervalle 7 de R, 29 € I et (yo,y1) € K2.
Alors le systéme suivant d’inconnue y € C*(I,K) :
v +a(e)y' +b(@)y = c(x)
y(xo) = wyo  admet une unique solution.

Y(z0) =

(Unicité du développement en série entiére)
Soit R € ﬁ:_ et Z anz™ et Z bpz™ deux séries entiéres a coefficients dans K et de
rayons de convergence supérieurs ou égaux a R.

400 400
S1| Vz €] - R,R|, Zanz“:anm" , ALORS : [VneN, an:bn]
n=0

n=0

(Développements en série entiere de référence)
Les développements en série entiere de référence sont a consulter a la fiche 64.
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Que faire?

On considere une équation différentielle (£) dont on souhaite déterminer les solutions
développables en série entiere.
On effectue alors un raisonnement par analyse-synthese dont la démarche est la suivante :

Lors de la phase d’analyse, on suppose que I’équation différentielle (£) admet une
solution f qui soit développable en série entiere, disons :

N . ¥
f:x— E apx™, a coefficients dans K et de rayon de convergence R € R,
n=0

que I’on « injecte » ensuite dans 1’équation différentielle pour obtenir des conditions
nécessaires sur la suite des coefficients (a,),en € KV,

Au cours de cette étape, on a généralement besoin d’avoir recours aux dérivées succes-
sives de la fonction f que I’on écrira systématiquement sous la forme :

+00 +00
fliz— E napz™ ' , iz E n(n —1)apz™ 2 |, etc...
n

(1] n{2]
f f

il est conseillé d’incrémenter la valeur de départ de 1'indice
de sommation en fonction de 'ordre de dérivation de f

Lors de la phase de synthese, on vérifie généralement que le ou les candidats solutions
de (E) développables en série entiere (obtenus a I’issue de ’analyse) conviennent.
Autrement dit, on vérifie que :

- ces candidats solutions sont effectivement solution de (E) : généralementiln’y a
rien a faire puisque 1’on a tout fait pour!

- le ou les rayons de convergence sont bien strictement positifs.
Insistons sur le fait que la vérification (souvent négligée) de la stricte positivité du
ou des rayons de convergence est obligatoire !

La rubrique Exemple traité illustre la méthodologie de maniere détaillée.

Cette technique permet entre autres de déterminer une solution particuliére dune équation
différentielle a coefficients polynomiaux.

Il est vivement conseillé de revoir les techniques calculatoires relatives a la manipulation
du symbole Z le décalage d’indice et la relation de Chasles étant souvent utilisés.

66. Utiliser des séries entiéres pour résoudre des équations différentielles

335



336

Exempie traité

' +ay' +y =

Résoudre le systéme suivant d’inconnue y € C*(R,K) : y(0) = 0
/
y(©0) =0

SOLUTION
Cherchons les éventuelles solutions développables en série entiere au systéme pose :

Analyse. Supposons que le systeme pose admette une solution f développable en série
entiere sur un certain intervalle, c’est-a-dire qu’il existe R € R: et (an)neN € KN tels
que la fonction f définie sur | — R, R[ par :

400
flr) = Z Anz™
n=0

soit solution au systeme pose.

Cherchons alors des conditions nécessaires sur la suite des coefficients (ay )nen.
Sachant que f est solution de y” + 2y’ +y = 1 sur | — R, R|, on peut alors écrire les
équivalences suivantes :

Va €] — R, R, () +2f'(z) + f(z) = 1
i +0oo +00
< Vz€|-R,R| Z n(n — 1)ape™ 2 + Z napz™ + Z gz = 1
n=2 n=1 —0
+0o0 +00
< Vee|-RR Z(" +2)(n + 1)an422™ + Z(n + Daza™ = 1
n=0 n=0
+00
< Vzré€|-RR| Z [(n+2)(n+ Dans2 + (n+ L)ag]a™ = 1
n=>0

Par unicité du développement en série entiere de la fonction constante égale a 1, on en
déduit alors :

%(1 — ag)

—~
*
~

Yn>1, (n+2)(n+1apr2+(n+1)a, = 0 Vn > 1, apyo _On

(:) n+2

{ 2a0 +ayg = 1 a2

Or, comme la fonction f est solution du systeme pose, elle en vérifie nécessairement les

conditions initiales :
f0) =0 ap = 0
<S>
f(0) = 0 ap = 0
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Sachant que a; = 0 et (xx), il vient que : Vp > 1, agpy1 = 0.
Sachant que ag = 0 et (%), il vient que : as = %
Grace a (xx), on en déduit alors que pour tout p > 1:

as (=1t
2(2p—2) x---x4  2¢p!

a2p—2 92 a2p—4 -1
—— —1 ——— e e ...1 p
"> opp—2) 1

Si le systeme posé admet une solution développable en série entiere sur un certain inter-
valle, alors il existe R € Ri tel que :

+00 2
= (”"1)11 1,?211.

Vz €] - R,R], f(z) = Z 2nn)!

n=1
Synthése. Veérifions que la fonction f précédemment trouvée est bien solution du sys-
teme pose, c’est-a-dire que :

—la fonction f vérifie 1’équation différentielle et les conditions initiales voulues : ¢’est
bien le cas puisque I’on a tout fait pour!

—le rayon de convergence I vaut 00 : ¢’est une conséquence immeédiate de la regle de
d’Alembert.

Conclusion. Le systeme posé admet f comme unique solution développable en série
entiere. Or ce systeme est un probleme de Cauchy et, par unicité au probleme de Cauchy.
la fonction f trouvéee est I'unique solution de ce systeme.

Par ailleurs, il est bon de remarquer que f peut s’exprimer a ’aide de fonctions usuelles.
En effet :

S~ (=) g

. o= 1 z2\" x
V.TGR. f(.T) :Z‘QRT:PQR :-—Zm <-—?) =]1—e" 2
n=1

n=1
Exercices

On consideére 1’équation différentielle () suivante :
z(z+2)y(z) + (z+ Dy(z) =1

Déterminer les solutions de (E) développables en série entiére.

re

m Reprendre le raisonnement mené dans la rubrique Exemple traité.

66. Utiliser des séries entiéres pour résoudre des équations différentielles
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Cherchons les éventuelles solutions développables en série entiere de 1’équation différen-
tielle (E).
Analyse. Supposons que 1’équation (E') admette une solution f développable en série
entiere sur un certain intervalle, c’est-a-dire qu’il existe R € ﬁ: et (an)nen € K" tels
que la fonction f définie sur | — R, R[ par :

soit solution de I’équation (E).
Cherchons alors des conditions nécessaires sur la suite des coefficients (ay, )nen.
Sachant que f est solution de (E) sur | — R, R|, on peut écrire les équivalences suivantes :

Vx €] - R,R|, zz+2)f'(z)+(z+1)f(z) = 1
Vz €] - R, R|, z2f'(z) + 2z f'(z) + zf(z) + f(z) = 1
+o00 +o0 +o00 +00
< Vz€]-R,R|, Z nanz™t! + 2 Z na,z" + Z o g Z ay2" = 1
n=1 n=1 =0 n=>0
400 +00 +00 +00
<~ Vre€|-RR|, Z(n —1Da,_ 12" + 22 na,xz" + Z ap_12" + Z g™ = 1
n=2 n=1 n=1 n=0
+o0
<~ VYxe|-RR| ag + (3a; + ap)z + Z [nan_l + (2n + 1)an]1-" = 1
n=2
+00
— Vz e] — R, R[, ag + Z [nan_l 5= (2n + 1)an]l.ﬂ = 1
n=1

Par unicité du développement en série entiere de la fonction constante égale a 1, on en
déduit alors :

ag = 1

ap = 1 (%)
= "
Vn>1, nan—1+2n+1)a, = 0 Vsl g = — oy
(k)  2n+1
Par applications itérées de (*x), on en déduit que pour toutn > 1:
n n(n—1)
= = 1 =(-1 2 B
p 1 X Qp-—1 ( ) X (271 n 1)(271 — 1) X Qp—2
I (—1)" « nx(n—1)x---x1 (—2)"(77,!)2

2n+D)2n—1)x---x3 % @n+1)
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La formule précédemment établie reste encore vraie pour n = 0.
Si I’équation (£') admet une solution f développable en série entiére sur un certain inter-

valle, alors elle est unique et il existe R € ﬁ: tel que :

n'
Vxe|-R, R
ae] ' Z 272-{—1

Synthese. Veérifions que la fonction f précédemment trouvee est bien une solution de
(E) développable en série entiere :

— la fonction f est développable en série entiére et vérifie bien I’équation (E) : c’est bien
le cas puisque 1’on a tout fait pour!

—"application de la regle de d’Alembert permet de trouver que le rayon de convergence
R vaut 2. En effet, calculons pour tout 2z # 0 :

(=P A1

@n+3)! | 2n+1)? o) ||
(—2)"(n.!)‘2am T 2n+3)(2n+2)" ' nostoo 2
2n+1)!

: || -2)"(n!)?
Si |z| < 2, alors 7 < 1ét Z —1)17 converge absolument. Donc R > 2.

Si |2]| > 2, alors > le tz 2n ~—————— 2" diverge grossierement. Donc R < 2.

Ainsi, le rayon de convergence vaut bien R = 2, et il est bien strictement positif.

Conclusion. L’équation différentielle (£') admet une unique solution f développable en
série entiere donneée par :

n'
V.‘ . -
" E] %4 Z 2n +1)!
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Pour déterminer un développement en série entiere en utilisant une équation différentielle,
sont nécessaires les résultats du cours suivants (détaillés aux fiches 64 et 66) :

I’unicité au probleme de Cauchy.
I’unicité du développement en série entiere,
les développements en série entiere de référence.

Que faire?

Soit f une fonction dont on souhaite déterminer le développement en série entiere.

Meéthode 1 : si| ON NE sAIT Pas |au préalable que f est développable en série entiere, alors :

on commence par justifier ou établir que la fonction f est solution d’un certain pro-
bleme de Cauchy.

ensuite, a I’aide d’un raisonnement par analyse synthese (cf fiche 66), on montre
(en la déterminant) que ce méme probleme de Cauchy admet une unique solution g
développable en série entiere,

enfin, par unicité au probleme de Cauchy, on peut conclure que f = g.
Méthode 2 : si déja que f est développable en série entiére, alors :

~ on commence par justifier ou établir que la fonction f est solution d’un certain pro-
bleme de Cauchy.

ensuite, a I’aide d’un raisonnement par analyse synthese (cf fiche 66), on cherche
la fonction f sous la forme d’une série entiere.

Il y a de nombreuses similitudes avec la fiche 66 qu’il est conseillé de faire en amont.
Les justifications théoriques et les techniques calculatoires utilisées sont identiques.
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On considére la fonction f définie sur I =] — 1, 1] par :
f(z) = (Arcsin z)?
et on pose g = f’.
1 Montrer que g est solution sur I de I’équation différentielle (E) suivante :
1-—2)y —2y=2

Déterminer les solutions de (£) développables en série entiére et s’annulant en 0.
En déduire que g est développable en série entiere, puis donner son développement.
Justifier que f est développable en série entiere, puis donner son développement.

SOLUTION
g est de classe C! sur I (7)

Ve el, (1 -2%)g'(x) —zg(x) =2 (i)

La fonction Arcsin est de classe C! sur I, donc la fonction g I’est aussi par produit.

1 Montrons que g est solution de (E) i.e. {

Calculons pour tout z € [ :

2Arcsin
74 5 — ’ 34 4 — B —
2 2xArcsin @

,.? — —
70 = It i

Un simple calcul permet alors de vérifierque: Va € I, (1—2?)¢'(z)—2g(z) = 2.
Ainsi, la fonction g est bien solution de 1’équation différentielle (E) sur | — 1, 1].
2 Cherchons les éventuelles solutions développables en série entiere et s’annulant en O de
I’équation différentielle (E').
Analyse. Supposons que I’équation (£) admette une solution & développable en
série entiére sur un certain intervalle, c’est-a-dire qu’il existe R € @1 et une suite
(an)nen € RN tels que la fonction h définie sur | — R, R| par :

soit solution de I’équation différentielle (E).

Cherchons alors des conditions nécessaires sur la suite des coefficients (ay,)nen.
Sachant que h est solution de (E) sur | — R, R[, on peut écrire les équivalences
suivantes :

67. Déterminer un développement en série entiére en utilisant une équation différentielle
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Vx €] — R, R|, (1 —z?)W(z) — zh(z) = 2

+00 400 +00
V:L‘ e] - R? R[' Z na.n_;lrn_l — Z 71a11(lfn+l - Z anl_n‘f'l — 2
n=1 n=1 n=>0

+00 +o0 400
< Vz €] - R,R|, Z(n + 1ap+12™ — Z(n —1)ap—12" — Z an—1z" = 2
n=2 n=1

n=0

+00
< Vz €]-R,R|, a1 + (2a2 — ap)z + Z [(n+ 1)antt — nan—1]2™ = 2
et St g
n=10 n=1
400
&< Vz€]|—-R,R| ay + Z [(n+ 1)aps1 — nap—q]a™ = 2
n=1

Par unicité du développement en série entiere de la fonction constante egale a 2, on
en déduit alors :

= 2 a = 2
ay 1 )
_ A n
Yn>1, (n+1)ap4y —na,—; = 0 Vn > 1, apy

(:) n+1

X Qn—1

Or la fonction h doit vérifier la condition initiale ~(0) = 0 i.e. ap = 0, donc par
applications itérées de (xx). il vient que : Vp > 0, ag, = 0.
Toujours par applications itérées de (%*), on en déduit que pour toutp > 1:

a — 2—p X as — 2p(2p _ 2) > il ¢ ) p
C s p+1" 1T @p+1)(2p—1) PP
2p(2p —2) X --- x 2 22P+1 ()2

2+ 12 -1 x---x3 1 @p+1)

La formule établie ci-dessus reste encore vraie pour p = 0.
Si I’équation (E') admet une solution & développable en série entiere sur un certain

intervalle et s’annulant en 0, alors elle est unique et il existe R € @1 tel que :
T2 92n+1(,1)2
20 (n)® o

Ve €] - R,R|[, h(z)= nv:om ,

Synthese. Veérifions que la fonction / précédemment trouvee est bien une solution
de (E') développable en série entiere et s’annulant en 0 :

— la fonction h est développable en série entiere, vérifie bien I’équation (E) et s’an-
nule en 0 : on a tout fait pour!

—’application de la regle de d’Alembert permet de trouver que le rayon de conver-
gence 7 vaut 1. En effet, calculons pour tout 2 # 0 :

22n+3((n + 1)!)2 x?"-+3

(2n + 3)! I 22("’ + 1)2 5 IT|2 — |T|2
9ontt () o+l T (2n+3)(2n+2) 7 nodoo
2n+1)! "
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Si |z| < 1, alors |2|? < 1 et Z (2n_+1)'a converge absolument.
Donc R > 1.

92n+1 (n!)2
Si || > 1, alors |2|? > 1 et Z = 2?"*1 diverge grossiérement.

(2n+1)!
Donc R < 1.

Ainsi, le rayon de convergence vaut bien R = 1, et il est strictement positif.
Conclusion. L’équation différentielle (£) admet une unique solution /& dévelop-
pable en série entiere et s’annulant en 0, et elle est donnée par :

TX 92n+1 (n!):Z

2n+1
—=
|
— (2n+ 1)!

Ve e|—-1,1[, h(z)=

3 Considérons le probleme de Cauchy suivant sur 7 :

i P g B
1 — 22 1— 22

y(0) = 0

Les questions 1 et 2 permettent d’établir que les fonctions g et /h sont toutes deux
solutions de ce méme probleme de Cauchy.

Ainsi, par unicité au probleme de Cauchy, il vient que g = h, ce qui permet de conclure
que la fonction g est développable en série entiere, et :

X 23t ()2

2n+1
—_—

|
— (2n+1)!

vz €] -1,1[, g(z) =

4 Sachant que f' = get f(0) = 0, il vient par théoreme d’intégration terme a terme que
la fonction f est aussi développable en série entiere, et pour tout z € I :

x z +0 92n41/..1\2 +00 62n+1 2 pz
2 (n!)* oniq 2 (n!) on41
Tl _—/ f’tdt_—/ E :—t il = E '—/ et
(z) A (t) 4 A

n=0 (2n +1)! n=0 kon A
Ainsi,
+00
22n+1(,n!)2
, B Y s \I%) 2n42
Ve €] —1,1], (Arcsinz) -nz:% (2n+2)!
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On considere la fonction F' définie sur R par :
xr
F(z) = e ™ / e dt
0

1 a. Justifier que F' est développable en série entiere sur R.

b. Déterminer son développement en série entiere.
2 a. Montrer que F est solution sur R de I’équation différentielle (E') suivante :

Y (2) = —22y(z) + 1

b. A I’aide de I’équation (E), déterminer le développement en série entiére de F.
3 Endeéduire que pour toutn € N :

n (_l)k n\ i___
Z % + 1 (k) T (2n+ 1)(217)

k=0

O Source : d'aprés écrit Banque PT 2017

RC ;‘T?i'{'m 1 b. Reconnaitre un produit de Cauchy.

3 Invoquer I'unicité du développement en série entiere de F.

1 a. Sachant que la fonction 2 +— e* est développable en série entiere sur R, il vient que

les fonctions z — e®” et 2 — e~ =" le sont aussi. .
Ensuite, par théoreme d’intégration terme a terme, la fonction 2 — f(;" e’ dt est
développable en série entiere sur R.

Ainsi, la fonction F' est développable en série entiere sur R, en tant que produit de
fonctions qui le sont.

Séries entieres



b. Calculons pourtoutz € R :

F(z) = e_”2/ e’ dt
0

intégration
terme a terme

[l
3 =
&[\’]8
a |id
X
S <
X
S~
3 o
ingl A+
| & gMéﬁ
2%
N
Q.

n=0 t
b an produit
" de Cauchy
400 n =
= X ( 1 (_1)11 k) (,1,2)11
' (9] _ | 2
e k:o!"(wl-*- 1)1 (n 3 k)
Ak bn—k

n )nk

= n! e
B nz:%(g @k+ Dn! * Kl(n — k)] )‘”2 o

Ainsi, le développement en série entiere de F' est donné par :

_ 1)” k n
Ve eR, F(x Z(Z(zkﬂn'())“’H]

a. La fonction F' est dérivable sur R en tant que produit de fonctions qui le sont.
De plus,

v I v
VreR, F'(z)= — 2™ / edt +e T e” = —22F(z) + 1
0

Ainsi, la fonction F' est solution sur R de 1’équation différentielle (E).

b. Comme F est développable en série entiere sur R, il existe une suite (a, )neN € RN
telle que pour tout z € R :
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Sachant que F’ est solution de (E') sur R, on a alors les équivalences suivantes :

Vz € R, Fl(z) = —2zF(z)+1

+0o0 ~+oc

< VzeR, Z napz™ ! = -2 Z anz™t! +1
n=1 n=0
+00 +00

<~ VzreR, Z(n + Dap12" = =2 Z an_12" +1
n=>0 n=1
+00 00

< VreR, a + Z(n + Dap2" = 1+ Z(-Qan_l)ar”

™~ n=1 n=1

n=

Par unicité du développement en série entiere, il vient alors :

a; = 1 ay = 1

— 2
YVn>1 (n+1)aps1 = —2a,-1 Vn > 2, a, (:) —— X Ap—9
ok n

Or la fonction F' vérifie la condition initiale F'(0) = 0 i.e. ap = 0, donc par appli-
cations itérées de (xx), il vient que : Vp > 0, ag, = 0.
Toujours par applications itérées de (xx), on en déduit que pour tout p > 1:
(=2)" X a = 2 X a
p+1" Pl @pr1(2p-1) PP

(=2)P L (cDrarpl
@+ D@ -1 x---x3" " @ (2p+1)!

La formule établie ci-dessus reste encore vraie pour p = 0.
Ainsi, le développement en série entiere de F' est donné par :

a2p41

+00
(-1)™4"n! ..,
Vx € R, F(”L) — E A ) T plnt
== (2n + 1)!

3 Par unicité du développement en série entiere de la fonction F', il vient alors :
n —k nAn
(-1)" n (—1)"4"n!
Vn € N, —_— =
WES g;@k+1m!k @n+ 1)
Sachant que (—1)~* = (—1)* pour tout k& € N, il vient alors :

=\ (—=1D* (n 4" (n!)? 4"
n , = —
wEN, k 2n+1 % (2n)!  (2n+ 1)(27?)
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Déterminer ia nature d'une intégraie ‘q/ 68

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle 7, a valeurs réelles ou com-
plexes.

SiI = [a,b[ avec aréel et b € R U {+oc}, on dit que I'intégrale [ : f(t)dt converge
lorsque la fonction 2 — [ : f(t)dt admet une limite finie lorsque 2 tend vers b. Dans ce

cas, on pose :
b T
/ f(t)dt = lim / f(t)dt
a b J,

Si I =|a,b] avec a € R U {—o0} et b réel. on dit que 'intégrale f: f(t)dt converge

lorsque la fonction z — f: f(t)dt admet une limite finie lorsque 2 tend vers a. Dans ce
cas, on pose :

/ ' f)at = tim / ’ f(oar

SiI =|a,b[aveca € RU {—oc}etb € RU {+0oc}, on dit que I'intégrale f: f(t)dt
converge si pour un réel ¢ €|a,bl. [ f(t)dt et fcb f(t)dt convergent. Dans ce cas, on

pose :
/a ’ ftydt = /a " f(at + /  foyat

La valeur de cette intégrale est alors indépendante de c.

Si une intégrale n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente. Etudier la nature d’une
intégrale, c’est etudier la convergence de celle-ci.

Que faire?

Pour étudier la nature d’une intégrale, on peut revenir a la définition et étudier I’existence
d’une limite finie.

EXEMPLE 1 Etudions la convergence de I = [;"* e *dt.
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La fonction ¢ +— e~ ¢ est continue sur R, . Pour toutz € R, . ona:

L )
/e‘tdt:-e_r—i-l S |

Ainsi, I converge et [ = 1.
I1 faut connaitre parfaitement la convergence des intégrales usuelles au programme.

— Intégrales de Riemann. Pour tout réel av, f1+°° L dt converge si et seulement si o > 1
et fol 7w dt converge si et seulement si @ < 1.

— Pour tout réel \, L'intégrale [, > et converge si et seulement si A > 0.

— L’intégrale fol In(t)dt converge.
Il est possible d’utiliser I'un des criteres de comparaison suivants (on adapte I’énonce
pour un intervalle de la forme |a, b)) :

Soita € R.b € RU {400} et f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b
a valeurs positives.

1. Supposons que pour tout ¢ € [a, b[, f(t) < g(t).

—Si f g(t)dt converge alors [ f(t)dt converge.
—Si f f(t)dt diverge alors f g(t)dt diverge.

2. Si.f(t) = O(g(t)) et si f g(t)dt converge alors f f(t)dt converge.
t—b-
3. Sif(t) = o(g(t))etsi f g(t)dt converge alors f f(t)dt converge.

4. Si f(t) =g t) alors f f(t)dt etf g(t)dt sont de méme nature.
_)

) +00 1 1
EXEMPLE2 Etudions la convergence de / — sin ( ) dz.
i = 2

; L . il . e
La fonction 2 + — sin (—) est continue sur [1, +00/ et positive car pour tout 2z > 1,
x &

— € [0, 1] ou la fonction sinus est positive. On sait que :
>

sin(u) R

; 1
S1 2 tend vers +oc, — tend vers 0 donc :
r

Par positivité des intégrandes et par comparaison a une intégrale de Riemann convergente
(2 > 1), on en déduit que I'intégrale étudiee converge.

Intégration



Soit a unréel et f une fonction continue par morceaux définie sur |a, b] a valeurs réelles ou
. . . . b

complexes. Si la fonction f admet une limite finie en a™ alors fa f(t)dt est convergente.

On dit que I'intégrale est faussement impropre en a. On adapte 1’énoncé dans le cas d’un

intervalle [a, b[ ou b € R.

EXEMPLE3 Etudions la convergence de I = fol tIn(t)dt.
La fonction t — t In(t) est continue sur |0, 1] et est prolongeable par continuité en 0 car :

limtln(t) =0

t—0
d’apres le théoreme des croissances comparées. Ainsi I'intégrale / est faussement im-
propre en 0 donc convergente.

On peut aussi étudier 1’absolue convergence (voir fiche 69 liée a I'intégrabilité), utiliser
une intégration par parties (voir fiche 70) ou un changement de variable (voir fiche 71).

Si I’on demande d’étudier la nature d’une intégrale et de calculer la valeur, il faut revenir
a la définition pour répondre directement aux deux questions.

Il est important de préciser les hypotheses du critere de comparaison utilisé (continuité
et positivite). Pour le critere lié a I'équivalence, le résultat reste vrai si les fonctions sont
toutes les deux négatives.

Exempie traité
L 1
Montrer que /2 P 1)d;r converge et donner sa valeur.
SOLUTION
La fonction 2 est continue sur [2, +oo| car le dénominateur I’est et ne

(z —1)(z +1)
s’annule par sur cet intervalle. Remarquons que pour tout réel x,

(z+1)—(x—1)=2

donc

X 1 1Y@+ —(-1), 1 (X[ 1 1 ‘
/2 (;1?—1)(a?+1)dl~§/;2 (z—1)(=2+1) da,_§/2 (ar—l—a'+1)dl

ce qui implique

X 1 o e ek 1T fz=1\T*
/2 et l)da =2 [In(z —1) —In(z+1)]5 = 3 [lu <a?+ 1)]2

68. Déterminer la nature d’une intégrale
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ou encore :

X
1 L Ry L Y 1 E—1 . B
/2 (m-1)(x+1)d“"2h‘(x+1) 21“<3)‘2h‘<x+1)+ 2

On sait que :

lim X—l—
Kivtor X Bl

donc par continuite de la fonction logarithme népeérienen 1 :

i B Y= M= 0
(F57) =mw

X—+00 X+1
Ainsi,
1. /X-1\ @) @)
xli‘ilooﬁh‘(XH)* 3 2

In(3)

On en déduit que I’intégrale étudiée converge et vaut = B

+o00
Montrer que /
0

’ T t
Etudier la nature de / holg)

o 141t
e
2%

i +00
Etudier la nature de / —_—d2.
0

24+2rx+1

+00
Déterminer pour quels réels z. / t*le~tdt converge.
0

T2 da converge et donner sa valeur.
@

dt.

La valeur de cette intégrale est dans ce cas notée I'(x). Ceci permet de définir la fonction
Gamma d’Euler.
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Revenir a la définition.

In(t)
14 t2

1
Faire une étude en deux temps : étudier la nature de / dt puis
0

la nature de / 1 _i t)2 dt. Utiliser a chaque fois les criteres de com-
1 ’

paraison.

Utiliser les criteres de comparaison.

L’intégrale définissant I'(2) a deux impropretés : 0 et +00.

EXERCICE 68.1

' 1 . \
La fonction z e est continue sur [0, +oc[. Pour tout réel X > 0,

X
/ 1 +1 i = [Arctan(z)]; = Arctan(X) — Arctan(0) = Arctan(X)
0 j

Ona: .
lim Arctan(X) = —
X—+o00 2

- - - - 14 L 4 7r
Ansi, I'intégrale eétudiée converge et vaut 5

EXERCICE 68.2

. In
La fonction t 1

P est continue sur |0, +oo[. On a:

In(t)
152 fal ln(t)

On sait que fol In(t)dt converge (intégrale de référence) donc par critére de comparaison
pour des fonctions continues et négatives, on en deéduit que fol %‘%dt converge. Remarquons

maintenant que :
In(t) 1
1422 400 C\ 32

68. Déterminer la nature d’une intégrale
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car
£3/2 5 In(?) In(t)

5 ~ 0
1412 400 \/i-‘ t—+00

par théoréeme des croissances comparées. Par critere de comparaison pour des fonctions

continues et positives, sachant que | 1+ 3 / —75dt converge (intégrale de Riemann avec 3 > 1)

e +oc In(t) In(t)
on en deduit que fl 122 4t converge. Ainsi. on en déduit que f T3z dt converge.
|
; 2 . -
La fonction 2 — —5 7 est continue (et positive) sur Ry.Ona:
»?+r+1

22 2
24+2+1 402

¢ o0 . & . . " SIS
On sait que | 1+ %dm diverge (intégrale de Riemann divergente) donc par critere de compa-
raison pour des fonctions continues et positives, on en deduit que fl mdq diverge

“+00
done que [ 2 da diverge.

X

Soit 2 un réel. La fonction ¢ + t*~ e~ est continue (et positive) sur R*.Ona:

On sait que fol ﬂl_—,dt converge si et seulement si 1 — 2 < 1 (intégrale de Riemann conver-
gente) ce qui est vrai si et seulement si 2 est strictement positif. Par critere de comparaison
pour des fonctions continues et positives, on en deduit que fol t*le~tdt converge si et
seulement si z est strictement positif. Remarquons maintenant que :

1
tI—l —t - —
° t—400 ’ (t2>

lim t*tlet =0
t—+o0

car

par croissances comparées si 2+ 1 > 0 et par produit sinon. On sait que || 1+°° zlg'dt converge
(intégrale de Riemann convergente) donc par critere de comparaison. on en deduit que

[ t2=1etdt converge.

. +o0 . - " .
On a donc montré que [, t* le~tdt converge si et seulement si 2 > 0.
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est (ou n'est pas) integrabie

Soit I un intervalle de R d’extrémités a et b (nombres réels ou 400).

Une fonction f : I — K (avec K = R ou C) est dite intégrable si elle est continue

b
par morceaux sur / et si I'intégrale / f(x)da est absolument convergente, ¢’est-a-dire
a

b
si / | f(2)|dz converge.
a

Soit f : [a,b[— Ket g : [a,b[— K deux fonctions continues par morceaux.

Si|f| < |g| sur [a,b] et si g est intégrable sur [a, b[ alors f est intégrable sur [a, b].

Si f(t) = O(g(t)) et si g est intégrable sur [a, b[ alors f est intégrable sur [a, b|.

t—b-

Si f(t) = o(g(t)) et si g est intégrable sur [a, b[ alors f est intégrable sur [a, b|.
t—b—

Si f(t) i g(t) alors f est intégrable sur [a, b si et seulement si g est intégrable sur
t—b—

[a, bl.
On adapte le résultat dans le cas d’un intervalle de la forme |a, b|.
Que faire?
On commence par justifier que la fonction est continue par morceaux.

Dans de nombreux cas, il suffit d’utiliser ['un des criteres précédents mais on peut aussi
parfois revenir a la définition de la convergence d’une intégrale.

Si la fonction f : [a, b[— K, continue par morceaux. est prolongeable par continuité en b
alors elle est intégrable sur [a, b[. Il ne faut donc pas hésiter a étudier la limite de f en b.

Siil y a une double impropreté (intervalle de la forme |a, b[), on vérifie I'intégrabilité sur
la, ] etsur [c, b] pour ¢ €]a, b| fixé, ce qui implique I'intégrabilité de la fonction sur |a, b|.
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Connaitre parfaitement 1’intégrabilité des fonctions usuelles :

; 1 e 2 . ;
— Pour tout a € R, la fonction z — — est intégrable sur [1, 4+-00[ si et seulement si

4 15
a > 1 et est intégrable sur |0, 1] si et seulement si o < 1.
— La fonction logarithme népérien est intégrable sur |0, 1].

— Pour tout A € R, 2 + e~* est intégrable sur [0, +oc] si et seulement si A > 0.

Etudier I’intégrabilité sur [1, +oc[ de la fonction f définie par :

B vVel+z+1—-vVa2l—z+1

Ve e[l +o0, f(2) .

SOLUTION
Pourtoutréel 2 > 1. 224+2+1 > Oetz?—2+1 = 2(x—1)+1 > 0 donc f est continue sur
[1, 4+o00l. Utilisons la quantité conjuguée pour montrer 1’intégrabilité : pour tout réel 2 > 1,

Va4 l-—va2-z+1
N x
2?4241 —(22—2+1)
—1?(\/.1?2+a?+1+\/.1'2—a?+1)
2x
z(Vel+z+1+4+vVzi—2+1)
2

2(/1+1/z+1/22+ /1 —1/x +1/22)
2

f(z)

1
too 20 2

La fonction 2 — — n’est pas intégrable sur [1, +o0[ (fonction de référence) donc par critére
2

de comparaison, f non plus.

Etudier I’intégrabilité sur |0, 1[ de la fonction f définie par :

In(z) In(1 — 2)

vz €]0,1[, f(z)=

Intégration



Etudier I’intégrabilité sur [1, +oc[ de la fonction f définie par :

In?(x)
Y >1, 1) = ———
EXERCICE 69.3
Etudier, suivant les valeurs du réel o, I'intégrabilité sur |0, 1] de la fonction f définie par :
1 — ch(z)
vz €]0,1], f(z)= —

Remarquer une fausse impropreté en 1.

Déterminer un réel a > 1 tel que :

fle) 5.0 (i)

Utiliser un un développement limité de ch(z) a ’ordre 2 en 0.

La fonction f est continue sur |0, 1[. Ona :

—In(z)r
=

f@) ~In(z)

La fonction z — — In(2) est intégrable sur |0, 1/2[ (fonction de référence) donc par critére
de comparaison, f I’est aussi. Comme In(z) P = 1, on a maintenant :

f(x) e (z—1)In(1—2)=—(1—2)In(1l — 2)
La fonction 2 — —(1 — ) In(1 — 2) est intégrable sur |1/2, 1] car elle est prolongeable par

continuité en 1 d’apres le théoreme des croissances comparées. Par critere de comparaison,
on en déduit que f I’est aussi et finalement, f est intégrable sur |0, 1[.

69. Montrer qu‘une fonction est (ou n’est pas) intégrable
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Pour tout réel 2 > 1, 2% + 2 > 0 donc f est continue sur [1,+o00[. Ona:

1
f(z) +—000 (m)
car
212 In(2)?
o2 f(a) = T2
Vs +a
In(z)?
+oo 203
et "
lim M =0

400 0.3

d’apres le théoréme des croissances comparées. La fonction 2 — —— est intégrable sur
oh

[1, 4+00[ (fonction de référence) donc par critére de comparaison, f 1’est aussi.
EXERCICE
La fonction f est continue sur |0, 1]. On sait que :

52
ch(z) =1+ 5 + o(2?)

donc :
{ —idhf) = )
ch(a e
On en deéduit que :
x2
1—ch(z) ~ ——
ch(z) 5
et ainsi : i
f("lt) ’6’ 2 a—2

La fonction 2 est intégrable sur |0, 1] si et seulement si &« — 2 < 1 (fonction de

ra—2
référence), c’est-a dire si et seulement si @ < 3. Par critere de comparaison. on en déduit
que f est intégrable sur |0, 1] si et seulement si v < 3.
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Caiculer une intéoraie impropre ¢ 18

a 'aide d'une intégration par parties ;/

Soient f et g deux fonctions de classe C! sur un intervalle I d’extrémités a et b telles que
—x<a<b< 4.
Si le produit fg admet des limites finies en a et en b alors les intégrales [ : f(t)g'(t)dt et

/. ab f'(t)g(t)dt sont de méme nature. En cas de convergence, on a :
b b
[ 10g© at= 1wl - [ roaoa (70.1)
oir on a posé [f(t)g()]a = lim £(t)g(t) — lim £(t)g(t).

Que faire?

Pour appliquer le théoreme d’intégration par parties. on identifie une fonction f et une
fonction ¢'. il convient donc de bien préciser a 1’écrit qui sont les fonctions f et g ainsi
que I’intervalle considéré.

I1 faut toujours vérifier la convergence du crochet et celle de I'une des deux intégrales
avant d’appliquer la formule (70.1).

Lorsque le crochet ne converge pas en a (respectivement en b), on peut choisir o €|a, b|
(respectivement 3 €|a, b[) et travailler sur I'intervalle [c, b] (respectivement |a, 3]) ou
meéme sur un segment [cv, 3] puis passer a la limite.

On choisit comme fonction f a dériver celle dont la forme de départ semble difficile a
primitiver et dont la dérivée devrait simplifier I’expression.

Parfois, on peut poser g’ = 1 lorsque la forme fg’ n’est pas apparente.

On dispose d’une certaine latitude dans le choix de la primitive de ¢’ puisqu’elles différent
d’une constante. Cela peut éviter a certaines intégrales de diverger comme dans I’exemple
suivant.
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Montrer. a I’aide d’une integration par parties, que I'intégrale

T sint
/ SILE o
G

est convergente.

SOLUTION

Commentaire préliminaire sur cette question : la fonction £ — > est continue sur ] , +00],
prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1 comme on peut le voir avec un eqmvalent
Toutefois, la convergence est difficile a prouver car elle n’est comparable a aucune fonction
de référence. Il s’agit d’une intégrale convergente mais la fonction ¢ — Sm‘ n’est pas inte-
grable : c’est I’analogue des séries convergentes non absolument convergentes Pour prouver
la convergence. nous allons utiliser le théoreme d’intégration par parties.

La fonction ¢ +» 1t Smt s ec1 it naturellement sous la forme sin(t) >< . 1l ne serait pas judicieux

d’intégrer la pame t— 7 car elle ferait apparaitre une fonction du type t — In(t) + p qui

ne serait pas plus simple a primitiver ou a comparer. En revanche, sa dérivée t — f_,l— est
intégrable sur [1, +oo[ Nous allons dont poser f(t) = 1 et, par conséquent, ¢’(t) = sin(t).

Les primitives de ¢’ sont de la forme A —cos(%) ou A est une constante réelle. Comme ¢ +— -l;

n’est pas mteglable au voisinage de 0, nous allons poser g(t) = 1 — cos(?) car, au voisinage

sm L

de 0, g(t) ~ 7 ce qui permettra de prolonger par continuité en 0 les produits t — f(t)g(t)

ett— f(t)g(t).
En définitive, on pose f: t €]0, +oo[— 1 et g: t €]0, +oo[+—+ 1 —cos(t): f et g sont de
1—cos(t) __ 1— cos(t)‘ 2

classe C! sur |0, +oo[ lun ——+ = 0 car ‘ 2 et comme 1 — cos(t) ~ &
+00

au voisinage de 0, tllll(l) ;;’S(Q = (. On peut appliquer le théoreme d’intégration par parties
_)

dont on déduit que les intégrales

T gint +0 1 — cos(t
N 4 t

sont de méme nature. Des 101s t — 1%39 est continue sur |0, +00|, prolongeable par
continuité en 0 par la valeur 3 5 donc intégrable sur |0, 1]. D’autre part. pour tout ¢ €]0, 400/,

—

‘1 — cos(t)

p)
12 2

ort 725 est intégrable sur [1, +o00[ d’apreés le critére de Riemann.

2 5z . 1— t ( i ,
En conclusion, I'intégrale [, ,_CZO;_(_)dt est convergente, donc [;7> 2Lt converge éga-

lement.
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Existence et calcul de f1+°° Ai;,—an(r)da:  Source : CCP PC

Soit n € N, établir la convergence de

1
/ t" In®(t)dt

0
et en calculer la valeur. O Source : IMT PSI

On effectue une intégration par parties pour faire disparaitre la partie
en x — Arctan(z) puis on fait une décomposition en éléments simples
pour primitiver la partie restante.

11 faut effectuer deux intégrations par parties pour faire «disparaitre» la
fonction £ — In(%).

BRRRRRRRR R e ennnnnnnmm s.lllI..s ..s 'l"e'c.s SRRRRRRRE e e enennnnnnmmm
EXERCICE 70

La fonction 2 A%"—@ est continue sur I'intervalle [1, +oc] et, pour tout 2 € [1, 400,
ona:

Arctan(z)
x2 = 22

or x + 57 est intégrable sur [1, +oo[ d’apres le critére de Riemann.
En conclusion, || 1+°° f“%‘;@dm est convergente.
On pose f: 2 — Arctan(z) et g: 2 — —2 définies et de classe C! sur [1, +oc[, comme

2 Ar t > Ar t L , w Ar t
liy —20E0lE) _ oo iy —Are(E) —7 et que I'intégrale [;" Arctan(?) 42 converge,
r—400 T 1 ® ‘

on peut effectuer une intégration par parties et on a :

+2° Arctan(x) m too gy
/ —Q =g+ / g
1 - 4 1 z(1+4 22%)

70. Calculer une intégrale impropre a I'aide d’une intégration par parties
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Enfin, on a
1 1+ 2 —22 1 x

2(1+22)  z(1+2%) =z 1+a22
= (In(z))' - (% In(1 + 3-2))’
- (+(5=))

d’ou, en prétant attention a ne pas séparer les deux termes en In qui sont divergents sépare-
ment mais convergents ensemble :

+2¢ Arctan(z) 7r x —
A dr =24 |In (=
1 x 4 V1i+2a2/],

™ 1 T 1

:Z_m(ﬁ) =T+ 3@

N A T —a =
ca Il)llJlrloohl(m) = =0

Soit n € N. La fonction ¢ ~ " In®(t) est continue sur |0, 1] et prolongeable par continuité
en 0 par la valeur 0 par croissances comparées. Des lors, fol t" In?(t)dt est convergente. Pour
en calculer la valeur, on va effectuer deux intégrations par parties successives. L’objectif est

de faire «disparaitre» les In(t). On pose donc f: t — In(t) et g: t — ‘n—nfll définies et de

n+1

classe C! sur |0, 1]. De plus. comme lim T In?(t) = 0 et que I'intégrale est convergente,
t—0+ ™

on peut effectuer une intégration par parties et on a :
1

1 i 8 tn+l 3 1 n
t" In“(t)dt = n“(t)| — § 2 In(t)dt
/0 2. l-n+1 1()]0 /0 n+1 ")

9 1
= — / t" In(t)dt
0

n+1
Cette nouvelle intégrale présente toujours un terme en In(#), on va donc effectuer la seconde
%39 . : o .
intégration par parties. On pose donc f: t +— In(t) et g: t — ~— définies et de classe C'

n+1
" n+1 . -
sur |0, 1] et comme lim % In(t) = 0 et que I'intégrale fol t" In(t) est convergente, on
t—0+

peut effectuer une intégration par parties et on a :
1

1 i tn+l 1 tn
t" In(t)dt = In(t)| — dt
/0 ) ln+1 ( )]0 /0 n+1
1

(n+1)2

En conclusion, [} t" In?(t)dt = (nfl)?'
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Caiculer une intégrale impropre ¢
a laide d'un changement de variables //

Si ¢: Ja, B[—]a, b| est une bijection strictement croissante de classe C! et si f: Ja,b[— C

est continue par morceaux, alors ff (f o @)(t)¢'(t)dt est convergente si, et seulement si,
f: f(x)da Iest et, dans ce cas :

B b
/a (f 0 @) ()2 (t)dt = / f(z)da

Si ¢: |, B[—]a, b] est une bijection strictement décroissante de classe C!, on remplace
f: f(z)da par [’ f(z)de = — f: f(2)dz dans I’énoncé précédent.

Que faire?

I1 faut toujours bien préciser explicitement les hypotheses :

~ le caractere au moins continue par morceaux de f ;

la bijectivité et le caractére de classe C! de la fonction  ainsi que le domaine .J (I est
imposé par I'intégrale).

Lorsque la fonction a intégrer est une fraction rationnelle en €', il peut étre judicieux
d’effectuer un changement de variable en ¢ ~— e’ out +— e "

Lorsque la fonction a intégrer est une fraction rationnelle en cos(t), sin(f) ou encore
tan(t), les régles de Bioche indique quel changement de variable peut étre judicieux (at-
tention toutefois, ce n’est pas un théoreme, c’est une simple regle).

Lorsque la fonction a intégrer présente du lngt) et des puissances de . il peut étre judicieux
d’effectuer le changement de variable ¢ — 7

71. Calculer une intégrale impropre a l'aide d’'un changement de variables 363
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Exempie traité

Soit a > 0.
1 Montrer que f Eﬂ% est intégrable sur |0, 4+o0[, puis que
= tlna 1 [T Inz
/ 3 dt = = / —dz
o a%+t2 2a afy, 1+ 22

+00
2 Montrer, a I’aide d’un changement de variable que [ %,dar =0,
0

) +oc -
3 En déduire of mdt.

SOLUTION

1 La fonction t ~— —3L, est continue sur |0, +o0o| et comme, d’une part, 4L, ~
a?+t a*+% 50
o Int 1 - Bl eo J
et que, d’autre part, 777 =8 (—7—t3 2) cette fonction est intégrable sur |0, +o00/.

La fonction 2 + t = ax est bijective et de classe C! de R* dans lui-méme :

' Int 2 In(ax
/ ﬁdh/ i e ada
0o a*+t o a*(1+ 2%

+00 +00 .
:/ In(a) . +/ In(2) -
o a(l+2?) o a(l+2?)
_ In(a) /+°° de 1 /+°° In(z) .
0 0

a 1+22 " a (1+ 22)

__7rlna+l/+°° Ina dz
- 2a aly 1+ a2

2 Lafonctiont — 2 = 1 est bijective et de classe C' sur ]0, +oc[ a valeurs dans |0, +o0],

on peut donc effectuer un changement de variable :

/+°° n(z) . _ /0 In (1) ( g)
0 1+-'l’2 c +O°]‘+t% t2

400 +00
:/ _ In(?) i = _/ hl(t)‘ d
0 142 o 1+12

+00 1o (m
/ il dz =0
o 1+a22

Par suite. on a

car x et t sont des variables muettes dans I’intégrale.

Intégration



3 On déduit finalement que :

/+°° lhlt S mlna
0o a2+ t2 2a

Soit @ > 0. Calculer :

3 da
/0 1 + acos?(x)

RCICE 712
2
Soit f: t €0, +oo[— ';‘T(:}.

1 Montrer que f est intégrable sur |0, +o0|.

2 Etablir que
/ n()dt:2/ ln()dt
o 1+1t2 o 1+1¢2

2 Source : D'apres IMT PSI

EXERCIC! m On posera le changement de variable ¢ = tan 2.

SoaPd 1 L'intégrabilité de f se prouve par domination en 0 et +o00 par des

fonctions de la forme ¢ +— &

2 Calculer I'intégrale de 1 a +00 a I’aide du changement de variable

1
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r e R S
L"_" -1,
FALR ,|

[ttt o2

1 . " . o " .
La fonction z Tracos2(z) €St continue sur R donc I'intégrale ne pose aucun probleme

de convergence. La fonction ¢: 2 € [0,7/2[— t = tan(z) est une fonction de classe C!
bijective de [0, 7 /2] vers [0, oo[ donc on peut effectuel le changement de variable. Pour cela,
on va utiliser le fait que, pour z € [0, 7/2[, W(T) =1+ tan (.’L) on a donc :

/% dv /% 1 d

o l+acos?(z)  Jo —h-+a cos(z)
B /5 1 ” dx
 Jo 1+tan?(2) +a  cos?(x)

_/+oo dt
N 0 1+a+t2

cette derniere intégrale est nécessairement convergente car 1’intégrale de départ 1’était et que
le changement de variable est valide. Par suite :

/5 dz 1 [t dt
o l+acos?(z) /ixa Jo 1+( t )2

1 Lafonction f est continue sur 'intervalle |0, +o0|. De lim \/f% = 0. on déduit que

f@) =0 ( ) ort \/- est intégrable sur |0, +o00| d apres le critére de Riemann. De

fagon analogue. Jim t3/ 2:"%?, = 0 donc f(t) = o (ﬁ) ort — 5 est intégrable

sur [1, +o00| d’apreés le critére de Riemann. En conclusion, f est intégrable sur |0, +o0c].

Intégration



2 On consideére I'intégrale 1+°° f(t)dt. La fonction f est continue sur [1, +00[. On pose
alors ¢: t € [1,+00[—> 2 = % qui est de classe C! sur [1, +oc] et bijective décroissante
de [1, +o0[ a valeurs dans |0, 1], on peut donc effectuer un changement de variable :

+aa _w*(2) / de
f(t)dt—/l 1+;12_ (—.’1'—)

2
- U n?(2) o 1 ;
_/0 1+m2da‘_/0 fes

+00h2t 1h2t +00h2t
/ ‘()dtz/ l(ldt+/ (®) 4
o 1+1t2 o 1+t 1 1+
11,2
_o [ (),
01+t2

1

Par suite, on a :

71. Calculer une intégrale impropre a l'aide d’un changement de variables 367



OO
y
v, Utiliser lintégration des relations

\ tle comparaison

Guand on ne sait pas!
Soit f € CM([a,b[,C) et g € CM([a,b[,Ry).

b

Si/a g diverge
—sif= O(g)alors/ f = O(/ g)
_SIf_o(g)alors/ f 0(/ g)
_ siff;galors/a fz:;b/a 9

m Si /abg converge
— EP= o(g)alors/ f = O(/bg)
_SIf_o(g)alors/ [ = 52 /g)
— sif~ galors/f "‘/

Que faire?
Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle de la forme [a, b[ et a valeurs
dans C.

Dans le cas ou I'intégrale / f diverge. on veut étudier le comportement de la fonction

xT
F:zw— / f quand z tend vers b. On détermine alors une fonction g positive de

a
référence. Selon que f soit dominée, négligeable ou équivalente a g au voisinage de b on

368 Intégration



obtient une information sur le comportement asymptotique de F' au voisinage de b. Ce
cas est un analogue de I’étude des sommes partielles dans le cas des séries numeriques
divergentes.

b x
Dans le cas ou I'intégrale / f converge, le comportement de la fonction F' : 2 +— / f
a a

b
quand 2 tend vers b n’est pas intéressant : elle tend vers I'intégrale / f. On veut plutot
a

b
étudier le comportement de I : z +— f auvoisinage de b. Par la relation de Chasles, la

fonction tend vers 0 mais on peut obtenir des informations sur cette convergence. On dé-
termine alors une fonction g positive de référence. Selon que f soit dominée, négligeable
ou équivalente a g au voisinage de b on obtient une information sur le comportement
asymptotique de I? au voisinage de b. Ce cas est un analogue de I'étude de la suite des
restes dans le cas des séries numeériques convergentes.

Bien penser a verifier et a eécrire / dire que la fonction de référence est positive.
I est important de faire la différence entre les deux cas. Dans le cas des intégrales di-

T
vergentes on etudie F' : z — / f: dans le cas des intégrales convergentes on étudie
a

b
R:a’r—>/ f.

Noter que ce théoreme ne donne que des informations asymptotiques. On ne peut pas
I"utiliser pour calculer la valeur d’une intégrale convergente.

Il est fréquent d’utiliser ce théoréme apres un changement de variables ou une intégration
par parties.

On considere la fonction f définie sur R par

1

400 2
f:zr / e Vdt
xr

Justifier que cette fonction est bien définie.

2 Montrer que pour tout réel  strictement positif.

2 2
e T t

+00 o—
f@) =%~ / 22

3 Endeéduire un équivalent simple de f en +4oc.

72. Utiliser I'intégration des relations de comparaison
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SOLUTION

1 La fonction ¢ — e~ est continue sur R. De plus, pourt > 1.0 < et & e™*. On
sait que ¢ — e~ ' est intégrale sur [0, +oo| donc, par comparaison pour les fonctions
positives, t — et est intégrable sur [0, +oc[. Cela implique que pour tout z € R,

t

+oo
2 — . . -
/ ¢! dt est une intégrale convergente donc f(2) est bien défini.
A

2
. 2 -t
2 Soit 2 > 0, on remarque que pour t > 2, e~ = Zee

. On peut alors procéder a une

2
42
intégration par parties. Comme . ligl %:— = 0 et que f(2) est défini par une intégrale
—+00
convergente,
e 12 et e +00 o—t?
2) = e dt=|—— + dt
f(@) /_,,: 2t /_T 2t2
Finalement,
2 2
e~ % T =
L) = - dt
f(@) 22 /_T 2t2
—12

. . e .
* est une fonction positive sur [0, +o00[ et —- est négligeable

2
2 T : 2t .
devant e " quand ¢ tend vers +o00. Par mtegration des relations de comparaison pour
les intégrales convergentes, on sait que

3 La fonctiont — e~
t

+00 e—t2 +o0 2
/ s dt= o (/ et dt)
i 2t z—400 \ J,
On en déduit que
6_1.2 400 e_t2
= f@)+ [ Spdt=s@+, o (@)
e’
et ainsi f(x) .
Exercices
1 Montrer que
tant 1
Fa T

3z
tant
2 Endeduire lim / ——dt.
xr

r—0+F
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1 Commencer en déterminant un développement limité de tant¢ en 0
a l’ordre 3.
2 Utiliser la relation de Chasles.

1 La fonction tan est une fonction de classe C* sur R. Elle admet donc un développement
limité a tout ordre en 0. De plus tant o t car sint % tetcost 2 1. On utilise alors le

I\’

» 3.
e
~LL.L_

u:?

fait que
tan’ t = 14-tan?t =142 4-o(f)

En intégrant et en tenant compte que tan(0) = 0 on obtient :

tant =t + O(t%)

I1 ne reste plus qu’a diviser par ¢2 :

tant 1
= oz tov
2 Soitx>0
3T tant L tant tant
/ ﬂd = ﬂdt /ﬂdt H(z) — H(3z)
T 3z

tant o g o 2
en posant H : x — / t—2dt. En utilisant le résultat précedent, pour > 0,
xr

~/1(1+om)
% lnt /O

= —lna?+/ O(t)dt
0 xr

H(z)

=l

72. Utiliser I'intégration des relations de comparaison
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Cela implique que H (x) + In(z) a une limite finie quand « tend vers 0 car I'intégrale

1
/ tdt est convergente. En écrivant alors
0

3z
/ t—a—l}—tdt = H(zx)— H(3x)
)=

(
= H(z)— H(3z) + In(3z) — In(32)
= (H(z)+Inz)—- (H(3z)+In(32)) +1In3

-31' t
on obtient, lim / t—dt =1n3

r—0t

tant 1

Remarque : En voyant que - . par intégration des équivalents pour les intégrales

divergentes, on obtient que H (z) = In z mais on ne peut pas conclure directement car

on ne peut pas, dans ce cas, soustraire les deux équivalents.
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Soit ( fn),,n une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I a valeurs dans
R ou dans C telles que

(hypothese de convergence) ( f,,)nen converge simplement vers une fonction f continue
par morceaux :

(hypothese de domination) il existe une fonction ¢ continue par morceaux, positive et
intégrable sur I telle que :

VneN |fal <o

alors, d’une part les applications (fy,)nen et f sont intégrables, d’autre part on a

i fan= [ i o= [

Que faire?

Déterminer la limite simple f en prenant bien garde aux éventuels points ou elle n’est pas
continue.

~ Sila limite simple fait apparaitre plusieurs intervalles on peut chercher une fonction do-
minante par intervalle.

EXEMPLE 1

Pourn > 2,onposet € [0, 4+oo[— fa(t) = 715_% La limite simple dépend de la valeur
de t considérée :

Sit € [0,1]. alors nl)n-ll-loo Talt) 7
Sit = 1. alors nglfw fa(l) =1;

©Sit > lalors fu(t) ~oo 1w dol nl)il_l‘_loo fa(t) = 0.
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en conclusion, la limite simple de la suite est

site[0,1]

1
-t € 0. +c0 Vi
ft€[0+oc[+—){ X g of

Pour trouver la majoration. on va ainsi différencier les valeurs de ¢ :

Sit € [0,1], | fa(t)] < Z:

&

Sit > 1, |fa(t)| < %f% = Lln
ainsi, on peut poser

sit € [0,1]

2
@:t€[0,+o00f=> <
el ke { 2 sit>1

qui est bien une fonction integrable par application du critere de Riemann (n > 2). Des
lors, le théoreme de convergence dominée s’applique et on a :

) +o0 1 1
nllllloo/o fa(t)dt :/0 Wdt =2

Lorsque la suite de fonctions ( f;, )nen est croissante, on peut parfois choisir ¢ = f.
Lorsque la suite de fonctions ( f, )nen est décroissante, on peut choisir ¢ = fj.

Dans le cas de fonctions définies sur des segments, une constante peur servir de fonction
majorante.

Soit n € N*, on pose f,: t € Rt — 111131(?3—

Montrer que la fonction f,, est intégrable, puis calculer lim f0+°° fa(t)dt.
WIwee 2 Source : IMT PC

SOLUTION
Soit n € N*, d’une part f,,(0) =0etpourt > Oona |fn(t)| <
lim f.(¢) =0

n—-+4oo

D’autre part, pour tout t € RY, | fu(t)| < 13 ort — 7 estla dérivée de t — Arctan(t)

qui est une fonction bornée sur R* donc ¢ — l—ltg est intégrable sur R
Ainsi. le théoreme de convergence dominée s’applique :

Vn € N*, f, est intégrable sur R™ et lim f0+°° fa(t)dt = 0.

n—+4o0

e )
nt

donc, pour tout t € R,

Intégration
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Déterminer lim Jo In(2) In(1 — 2™)da

2 Source : CCP MP

Pourn € N, onpose I, = [F® < qt.

1 n!

Justifier I’existence de I,,.
2 Onrappelle la définition de la fonction I' d’Euler :

+00
Vz €]0, 400 T'(2) :/ t*le~tdt
0

et, pour tout n € N*, I'(n + 1) = n! (voir la fiche 68).

Montrer alors que, pour tout n € N*, [,, = 1 — 01 :—:}e“dt. En déduire la limite

de (In)REN- 2 Source : TPE PSI

XERCIC m Il faut montrer que les fonctions f(z) = In(z)In(1 — 2™) sont dé-
croissantes sur |0, 1[ et convergent simplement vers la fonction nulle.
La fonction f; peut alors servir de majorante. elle est prolongeable en
une fonction continue sur [0, 1] dont intégrable sur |0, 1].

KERCIC! m Soitn € N, t € R, on pose f,,(t) = —,—C_nt.‘".
1 Les fonctions f,, sont continues sur [1, +o00[ et sont en o (Zlg) au
voisinage de +00.
2 On applique le théoreme de convergence dominée pour calculer
lim [ fa(t)dt.

n—-+4o0o

73. Utiliser le théoreme de convergence dominée 375



376

CLRLLRLR R R . ‘ . . TR ennnnnnnnnnnnnmmm
= A:.:‘I;L & ::m
ALRUIVE

Soit n € N*, on pose fy,: 2 €]0, 1[— In(2) In(1 — 2™). Les fonctions ( fy,)nen+ sont conti-
nues sur |0, 1[. Soit 2 €]0, 1],
">l el1-2"<1-2"" o In(l —2") <In(1 — 2" & fu(@) 2> far1(2)
car In(2) < 0 ainst, la suite de fonctions ( f;,) est décroissante d’ou :
V'IleN*, |fn| gfl
La fonction f; est continue sur |0, 1[ et comme In(1 — 2) ~ —z, lim fi(z) = 0 donc f;
z—0 z—0

est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 0.

De plus, avec h > 0, f1(1 — h) = In(1 — k) In(h) Rt —hln(h) or lim1 hin(h) = 0 donc
- T

f1 est également prolongeable par continuité en 1 par la valeur 0. Ainsi, f; est prolongeable

en une fonction continue sur [0, 1] donc intégrable sur |0, 1].
Enfin, pour 2 €]0, 1], on a facilement que li111L1 (1 —2a™) = 1dou (f,) converge simple-
n—>+00

ment vers la fonction nulle sur |0, 1[. Le théoréme de convergence dominée s applique :
1
lim In(z) In(1 —2")dz =0

Soitn € N, t € R, on pose f,(t) = e—_nlﬁ

1 Les fonctions f, sont continues sur [1, +o00[ et fr(t) L= 0 () ort = 7 est

intégrable sur [1, +o0[ d’apres le critére de Riemann donc_) Itlo:xiste.

2 Onrappelle la propriété de la fonction gamma d’Euler, ['(n+1) = 0+°° tPe~'dl = nl
d’ou, pour tout n € N*, 0+°° fn(t)dt = 1, en d’autres termes, 1 = fol fo(t)dt + I,,.
On va donc appliquer le théoreme de convergence dominée a fol fan(t)dt.

Commet € [0,1]. t" < 1donc lim f,(t) = 0 et de plus,
n—+00
vneN, |fa(t) <e™t

La fonction ¢ — e~ " est intégrable sur [0, 1] ce qui prouve la domination. On peut donc
appliquer le théoreme de convergence dominée :

1
-nl»uiloo/o ()t =0

par suite,

lim I, =1
n—+o0o

Intégration
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'intégration terme a terme

Soit ( fn)nen une suite de fonctions définies et continues par morceaux sur un intervalle 7.
Si

la série de fonctions ) f, converge simplement surI:
neN
+00
~ lafonction S = ) f, est continue par morceaux sur / :
n=0

pour tout n € N, f;, est intégrable sur /:
la série numérique > [, |fn(t)| dt converge:
neN

+00
alors S est intégrable et [, S(t)dt = > [} fa(t)dt.
n=>0

Que faire?

- 11 faut soigneusement vérifier les hypotheses en n’en omettant aucune, notamment 1’inté-
grabilité des fonctions fj,.
La derniere hypothese est celle demandant le plus de travail. Il est rare que 1’on puisse se
contenter de majorer [, |f,(t)| dt, 'expression finale de cette intégrale étant trés proche
de la conclusion du théoreme.

- Tres souvent les fonctions f,, sont positives il n’y a alors pas de différence entre la véri-
fication de la derniere hypothese du théoreme et sa conclusion.
I1 arrive fréequemment que la série ne soit pas explicite et qu’il faille avoir recours a un
développement en série entiere: il s’agit souvent de ceux de la série géométrique ou de
I’exponentielle.
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Exempie traité

+00
y I In(1+4¢
On rappelle que 1 = Z Calculer [ 2t gy
PP 1 -nz::l n? f 2 Source : Saint-Cyr MP

SOLUTION
Pourt €] — 1,1[, In(1 + ¢) Z = " on a done

1 / 1+ n—1ym—1
/ Mdt:/ ZLM
0 0

t ’
— n

= " . . (_l)n—ltn—l
Pour n € N*, t € [0, 1], on pose alors f,,(t) = N,

la série de fonctions ) f, converge simplement sur |0, 1[ car on I’a obtenue a partir d’un
n=1
développement en série entiere de rayon de convergence ¢gal a 1 ;

la somme de cette série S(t) = lﬁi—lf—t) est continue sur |0, 1[:
pour tout n € N*, f,, est en réalité continue sur le segment [0, 1] donc intégrable sur |0, 1[:

pour tout n € N*,
1 1 n—1 nl
t t 1
t)|dt = dt=|—| =—
/0 [Fn(®)] /0 n l"l2]0 n?

+00 1
donc ) [ |fu(t)|dt converge.
n=1

Le théoreme d’intégration terme a terme s’applique et

Lin(1+8) .. <R (-1)*2
/0 —F & D T2

n=1

1 .
Classiquement, comme S = Y - =5 converge. Sp = ) ——)g etSr= D, 1)z convergent

n=1 n=1 n=0
. ' — - 2
¢galement etona S = Sp + Sy. Par ailleurs, S, = ZS d’ou Sy = f:-S et comme S = 7—’6-,

on en deduit que :

2 2
™ T
Sp=— et Sp=—
Y =3
Enfin, comme S}, et S7 convergent. on a
+Z°° (_l)n—l g o 2
e w B T

Intégration



En conclusion :

1 2
/ n(l+1),, _ =
5 4 12

Soit I = [y Bt

1 Justifier I’existence de /.
2 Montrer que :

too 1 F0
(352 5)
n=1 n=1

2O Source : CCP PSI

1 Montrer que la fonction ¢ +— €' In(t) est intégrable sur |0, 1.
2 Etablir:

+00 1

1
/0 ¢ ln(f)d nzzl n x n!

2D Source : ICNA MP

2
m 1 La fonction t — % est prolongeable en une fonction continue
sur [0, 1].
2 On identifie t — W comme la dérivee de t — lz qui est de-

veloppable en série entiere au vmsmage de I’origine avec rayon de
convergence egal a 1. On peut ainsi appliquer le théoreme d’inte-
gration terme a terme a 5 nt™ In?(t).

nz=l1
Le calcul de fol |nt" 1112(t)| dt se fait a I’aide de deux intégrations
par parties (voir exercice 2 de la fiche 70).
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: ik m

1

RCIC m 1 La fonction t + €'lIn(t) est continue sur |0, 1] et équivalente a
la fonction ¢ + In(t) au voisinage de 0 dont I’'intégrale est une
intégrale de reférence.

2 On utilise le développement en série entiére de t + e’ et on ap-
plique le théoréme d’intégration terme a terme a %n!—(ﬂ.
n=0

2
t— zlmTt()l; est continue sur |0, 1[, prolongeable par continuité (a gauche) en 0 par la

valeur 0 (croissances comparées).
In(1)—In(t)
1—t

La fonction t s’interprete comme le taux d’accroissement de la fonction

2 2
t + In(t) en 1. il tend donc vers 1 en 1. Des lors lim i(ﬁ_(‘ﬂ)g— = limt¢ (3(_9) = 1.

2
Amsi, t — zlm—_t()t% est prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], par suite I existe.

La fonction t rlt)_; est la dérivee de t — ﬁ qui est développable en série entiere

au voisinage de 0 avec un rayon de convergence égal a 1, donc ¢ — (1_1 o I’est éga-
+00
. I — % Ty s X
lement et on a, pour tout € [0, 1[, =52 = n§_1 nt" . Deés lors, pour tout t €]0, 1],

tin2(t) X 9
m = n:lntn In (t)

On vérifie alors les hypotheses du théoreme d’intégration terme a terme.

la série de fonctions 3 nt" In?(t) converge simplement sur |0, 1[ car on 1’a obtenue
n=1

a partir d’un développement en série entiere de rayon de convergence égal a 1:

2
la somme de cette série S(t) = E;n_ t)t est continue sur |0, 1[:

pour tout n € N*, t + nt™In?(t) est intégrable sur |0, 1[ car prolongeable par
continuité sur le segment [0, 1]

pour tout n € N*, le calcul de fol |nt" 1112(t)| dt se déduit de celui de fol t" In?(t)dt
qui se fait a I’aide de deux intégrations par parties successives (voir exercice 2 de la
fiche 70). On a alors,

1‘ N B on —2(7l+1—1)_ 1 1
/0 |nt™ n?(t)| dt = m+13 (n+1)3 . (('""*‘ 02 (n+ 1)3)

qui est la différence de deux termes généraux de séries de Riemann convergentes,
1
donc 37 [y |nt™ In?(t)| dt converge.
n=1

Intégration



Le théoreme d’intégration terme a terme s’applique, on a :

<+oo 1 +00 1
o (Erte £t
— (n+1) — (n+1)
+00 1 +00 1
(£3-53)

n=2

en ré-indigant et en ajoutant/retranchant le premier terme de chacune des sommes pour
obtenir la formule demandée par 1’énoncé.

La fonction ¢ ~ ¢ In(t) est continue sur |0, 1] et e’ In(t) ~ In(t) ort — Int est
t—0

intégrable sur |0, 1] en tant qu’intégrale de référence. Ainsi, ¢ — ¢’ In(t) est intégrable

sur |0, 1.

On utilise le développement en série entiére de t — ' dont le rayon de convergence est

+00
infini, d’ot, pour tout t €]0, 1], e In(t) = 3 “ 28 On pose alors, pour tout n € N
n=0

et pour tout t €0, 1], f(t) = t—:f,@
On vérifie alors les hypotheses du théoreme d’intégration terme a terme :

la série de fonctions ) f, converge simplement sur |0, 1] car on I’a obtenue a partir
n=0

d’un développement en série entiere de rayon de convergence égal a +00:
la somme de cette série S(t) = e In(t) est continue sur |0, 1] ;

fo(t) = In(t) est intégrable sur |0, 1] en tant qu’intégrale de référence et pour tout
n € N*, f,, estenréalité continue sur le segment [0, 1] car prolongeable par continuité
en 0 par la valeur 0 donc en particulier intégrable sur |0, 1]:

pour tout n € N,
1 1 tn
[ 1ot == [ Zmeyar
0 o N

des lors, comme ¢ (;% et t + In(t) sont de classe C! sur |0, 1] et que
tn+1 tn+1
llm ———  In(f) =0= lim —  In(¢
B (n+1)xn! ®) z—lgl— (n+1) xn! i(?)

74. Utiliser le théoreme d’intégration terme a terme
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on peut effectuer une intégration par parties. On a alors

1 1 n 1
Pt = | el = s
/0 |fn(t)|d /0 (n+1) x 'n-!d (n+1)2 x n!

qui est le terme général d’1u1e série convergente (car o (7—115) par exemple), on en

1 .
déduit donc n; fo | fu(t = nZ>:o TaTT)T ©st convergente.

Le théoreme d’intégration terme a terme s’applique, on a donc

1+°°tn
/em t)dt = / —Tln t)dt
—

n=

1
N Z:—(n—i» 1)2 x n!

n=0
+00 1
= (n+1)x(n+1)! ~nx n!

en procédant comme précédemment tout en prenant bien garde au signe. Le ré-indigage
de I’étape finale permet d’obtenir la forme demandée par I’énonce.
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Etudier ia continuité et ia dérivabiiité ‘@/ .-

d'une intégraie a parametre

On désigne par [ et J deux intervalles de R et par f une fonction définie sur / x .J a valeurs
réelles ou complexes. Il s agit d’étudier la régularité sur I'intervalle I de la fonction :

F(z) = /J f(a, t)dt

On prouve la continuité ou le caractére C! de F a I’aide de deux théoremes :
Théoreme de continuité sous le signe intégrale :
Si:
— Hypothese d’intégrabilité : Vo € I, la fonction ¢ — f(x,t) est continue par mor-
ceaux sur .J ;
— Hypothese de continuité : V¢ € J, ’application 2 — f(2,t) est continue sur [ :
— Hypothese de domination : il existe une fonction g(t), intégrable sur .J telle que :

Vtel Veed |f(z,t) <g(t)

alors, pour tout 2 € I, lafonctiont — f(z,t) estintégrable et I’application F est continue
sur [.

- Théoreme de dérivation sous le signe intégrale :
Si:
— Hypothese d’intégrabilité : Vo € I, la fonction ¢ — f(x,t) est continue par mor-
ceaux et intégrable sur .J ;
— Hypothese de dérivabilité : V¢ € J, la fonction z — f(x,t) est de classe Clsur .J et
la fonction gé (2,t) est continue par morceaux sur .J ;

— Hypothese de domination : il existe une fonction g intégrable sur 7 telle que

Veed Vtel

2 (@) <st0)

alors la fonction F est de classe C! sur  eton a :

rei . I
F(g)= J%(m,t)dt

75. Etudier la continuité et la dérivabilité d‘une intégrale & paramétre 383
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Que faire?

I1 faut consciencieusement veérifier les hypotheses qui sont nombreuses et techniques.

Il y a deux variables, désignees par ¢ et 2 ici, il faut systématiquement indiquer de quelle
variable on parle et préciser les intervalles [ et .J (qui sont parfois les mémes).

I1 arrive qu’il ne soit pas possible de prouver la continuité ou la dérivabilite sur I entier.
En revanche, la continuite et la dérivabilité étant des notions locales. on peut se contenter
de prouver la domination sur tous segments de / (voir I’exemple traité).

Lorsque I'intervalle 7 est un segment, la continuité de z — f(x,t) permet de vérifier
I’hypothese de majoration plus facilement puisque la fonction est bornée par rapport az.

Il en va de méme lorsque = ~ f(x,t) est de classe C! par rapport a 2 en ce qui concerne
la majoration de x Bé(a % B

Lorsque [ et .J sont tous les deux des segments et que f est continue par rapport aux deux
variables, les hypotheses se verifient facilement ;

Soit k € N*. Lorsque 2 — f(,1) est de classe C* sur I, on peut prouver que la fonction
définie par I’intégrale est de classe C* en modifiant 1I’hypothése de domination dans le
théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale. Pour cela, il faut trouver une famille de
fonctions gp, ..., . gk continues par morceaux, positives et intégrables sur .J telles que,
pour tout i € [0, k] :

o'f
e (z,%)

Veed Vitel < gi(t)

La fonction F': 2+ [, f(x,t) est alors de classe C* sur I et. pour tout i € [0, k]. ona

veel FO@2)= /z;f(a t)

On parle parfois de théoreme généralisé de dérivation sous le signe intégrale (voir I’ exer-
cice 2 de cette fiche).

Soit 2 € R™. On définit la fonction F par :

+00 P—:z:t‘“’
F(z) = ——dt
() /0 1+t2d

Montrer que F est continue sur R* et de classe C! sur R**.

2 Source : D'aprés TPE MP
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SOLUTION ,

Posons, pour tout (z,t) € RT x RT, f(x.t) = "’1;::; On montre tout d’abord la continuité
de F':

Soit z € R*, ¢+ f(x.t) est continue sur R d’apreés les théorémes usuels :

Soitt € R*, 2+ f(x,t) est continue sur R d’apreés les théorémes usuels ;

Vz € R*,ona

1
14122

car la fonction 2 — f(z,t) est décroissante par rapport a sa variable 2. De plus, la fonction

t— ﬁz est positive, continue et intégrable sur R*. En effet, il s’agit de la dérivée de

vt e Rt If(z,t)] <

t — Arctan(t) qui est bornée sur R

Les conditions du théoréeme de continuité sous le signe intégrale étant vérifiées, il s’applique
et la fonction F' est donc continue sur R*.

Nous allons maintenant démontrer que F est de classe C! sur R*™. Le fait que F soit conti-
nue sur R* et de classe C' sur R™ nous montre qu’il doit y avoir un probléme en 0 et
qu’il va surement falloir localiser. ¢’est-a-dire travailler sur un intervalle strictement inclus
dans R**.

Soitz € R, t + f(x,t) est continue et intégrable car on a démontré que F est continue :
Soitt € R*, 2 v f(x.t) est de classe C! sur R d’aprés les théorémes usuels et on a

¢ 2,—x 2 " . ¢ y .
%(m,’t) = —‘lit . Soit 2 € R*, la fonction t %(m, t) est continue sur R* d’apres
les théoremes usuels ;

of

Il faut maintenant trouver une majorante pour t — (., t) valable pour tout 2 € R**
or il ne nous est pas possible de majorer par la valeur en 2 = 0 comme dans le cas de la

continuité car la fonction ¢ — ltjg n’est pas intégrable sur R*. Dés lors, on considére
a > 0 et, pour tout € [a, +o0c[, ona:

of i e—at2

— (2, t —_— = t

car r —

%g(.r, t)| est décroissante. De plus, t — g,(t) est continue sur R et comme

lim (14 t2)ga(t) = 0,0na g.(t) = o (—15) au voisinage de 4+-oc. Or. on a déja vu
t—+00 1+ o
1

que  — 177> est une fonction intégrable sur R*.

Ainsi, les hypotheses du theoreme de dérivation sous le signe intégrale sont vérifiées pour
tout 2 € [a, +00[ donc F € C! sur [a, +00] or, a étant arbitraire strictement positif, F' est
de classe C'! sur tout intervalle inclus dans R** donc F est de classe C! sur R**.
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Soit 2 € R, on pose f(x) = 0+°° e~ cos(2xt)dt.

1 Montrer que f est définie et continue sur R.

2 Montrer que f est de classe C! sur R et calculer f’.

3 Onadmet que [,

Soit 2 € R. On pose f(z

2 p L 5
e Vidt = 4 Exprimer f a ’aide des fonctions usuelles.
2 Source : CCP PSI

fo V1 — 12 cos(xt)dt.

1 Montrer que f est de classe C? sur R.

2 Montrer que f est solution de I’équation zy” + 3y’ + xy = 0.

Intégration

D Source : ENSAM PSI

On vérifie les hypotheses de la continuité sous le signe intégrale.
La majoration s’obtient car I’application cosinus est bornée sur R

et la fonction t —» e~ est intégrable.

On vérifie les hypotheses de la dérivabilité sous le signe intégrale.
La majoration s’obtient car I’application sinus est bornée sur R et
la fonction /: ¢ — 2te~!" est la dérivée d’une fonction bornée sur
R* donc h est intégrable sur R .

En effectuant une intégration par parties, on montre que f vérifie
une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 a coeffi-
cients non constants. On sait résoudre une telle équation et 1’indi-
cation fournie donne la condition initiale qui permet de définir f.

Pour montrer que f est de classe C2, il faut utiliser le théoréme gé-
néralisé d’intégration sous le signe intégrale pour lequel il faut trou-
ver une majorante pour la fonction t — /1 — 2 cos(2t), une pour
sa dérivée premiere par rapport a et une derniere pour sa dérivee
seconde toujours par rapport a x. La convergence des intégrales ne
pose pas de probleme car toutes les fonctions sont continues sur un
segment.

Pour vérifier I’équation différentielle, on procede par intégration
par parties sur f”.



Soit (t,#) € R x R*. On pose g(x,t) = e~ cos(2zt).

1

On vérifie les hypotheses du théoreme de continuité sous le signe intégrale :
Soit 2z € R, t > g(x,1) est définie et continue sur R™ d’apreés les théoremes usuels :
Soitt € R*. 2 +— g(x, 1) est définie et continue sur R d’apres les théoremes usuels :
Comme I’application cosinus est bornée sur R, on a :

12

V(t,z) e R x Rt lg(z,t)| < e™*

t

2 . . 2 2
ort +s et est continue sur Ret lim (1+¢2)e " =0donce* =o(—15)au
t—+o00 1+t

voisinage de +00 et comme ¢ 1—1}35 est la dérivée de ¢ — Arctan(t) qui est bornée
S . ., _42 -
sur R*, ¢’est une fonction intégrable. Donc ¢ +— e~'" est intégrable sur R*.
Le théoreme de continuité sous le signe intégrale s’applique, f est donc continue sur R.

On vérifie les hypotheses du théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale :
Soit 2 € R. t + g(x,t) est continue et intégrable sur R* d’apres la question précé-
dente:
Soitt € R, 2 + g(a,t) est de classe C! sur R et on a g-;l(a;, t) = —2t sin(mt)e_t2.
Soitz e R, t — %%(m, t) est continue sur R ;
Soitz € R,ona:

dg

¢ (.’l?, t)

5 < ote=t

vVt e Rt

—t2 t

or la fonction h: t — 2te " est la dérivée de la fonction ¢ — —e qui est bornée

sur R* donc h est intégrable sur R+.

Le théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique donc f est de classe C!
sur R et. pour tout 2z € R, ona:

7 oo 5 i —12
Fie)= —2t sin(2xt)e” " dt
0

t

On considére f’. Soit 2 € R fixé, les fonctions t +— e~ ettt o sin(22t) sont de classe

C! sur [0, oc[ et comme ’ ligl e—t? sin(2xt) = 0, on peut effectuer une intégration par
—+00

parties :

00 +0o0 5
'z} = [e_t2 Sill(2ilft)]: —/ e V"2 cos(2xt)dx
0

+00 2
= —2:17/ e ¥ cos(2at)dr = -2z f(2)
0

75. Etudier la continuité et la dérivabilité d‘une intégrale a paramétre
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donc f vérifie une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 a coefficients non
. 2
constants. Il existe donc une constante k € R telle que, pourtoutz € R, f(z) = ke ™"

D’apres I’indication de 1’énoncé, f(0) = 3@ d’ou:

Vz eR fiz) = —\é—%e_ﬁ

1 Soit (2,t) € R x [0,1], on pose g(z,t) = V1 — t2 cos(2t).
On vérifie directement les hypotheses de dérivation sous le signe intégrale en trouvant

S — 99 ( g (.. ; ’ . :
une majorante pour g(x,t) et 2 (x,t) et 54 (x, t) une fois que nous aurons prouvé que
ces fonctions existent.

Soit 2 € R. La fonction t — g(x, t) est définie et continue sur [0, 1], de plus, on a

vt € [0,1], |g(z,t)| < V1—12=ho(t)

or t —» hy(t) est définie et continue sur [0, 1] donc intégrable, par suite f(x) existe.

Soitt € [0, 1]. L’application 2 ~ g(z, t) est de classe C? sur R d’aprés les théorémes
usuels etona :

0

Vz € R, a—:‘z(ar, t) = —t\v/ 1 — t%sin(at)
62

Vz € R, —aag(m,t) = —t2y/1 — 2 cos(t)

P o2 = =
De plus, pour z € R, t — gg(m, t)ett — 24(x,t) sont des fonctions continues

dr
sur [0,1].

On pose hy: t € [0,1] — tvV/1 —t2et hy: t € [0,1] — t2/1 — ¢2 deux fonctions
continues sur [0, 1] donc intégrables qui vérifient :

veeR, |2 0| <h)
@Z
2

Vz € R, ;Tg(a?,t)‘ < ho(t)

et comme on a déja vu que, pour tout 2 € R, |g(z,t)| < ho(t), les hypotheéses de la
geéneralisation du théoreme de dérivation sous le signe intégrale sont verifiees donc f
est de classe C? sur R et :

1
VeeR, f'(z)= / —tv 1 — t2sin(at)dt
0

1
VzeR, f'(z)= / —t2\/1 — 2 cos(zt)dt
0

Intégration



2 Parmi f(z), f'(x) et f”(z), seul f'(2) contient un sinus, ce qui donne 1’idée de I’inté-
grer par parties pour changer ce sinus en cosinus. On a

1
i (=)= /0 —3t\/1 — t2sin(at)dt

3 _ :
or, pour tout # € R, t — (1 —2)2 et t ~— sin(2t) sont de classe C! sur [0, 1] (il n’y
pas de probleme de convergence puisqu’il s agit de fonctions continues sur un segment)
d’ou, par intégration par parties :

1

3f'(z) = [(1 - t2)% sin(xt)]o ~ /1 (1- t2)% a cos(at)dt
0
= /I V1—12(1—t%) zcos(zt)dt
0

1 1

= —m/ V1 — t2cos(xt)dt + ’l'/ t2v/1 — 12 cos(at)dt
0 0

= —2f(z) - 2f"(2)

ce qui prouve donc que f verifie I’équation différentielle proposée par 1’énoncé.
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L’ensemble des événements associés a une expérience aléatoire sur un univers € est appelé
la tribu des événements. C’est un sous-ensemble A de I’ensemble des parties de €2, vérifiant
par définition les propriétés suivantes :
HQecA B
A est stable par passage au complémentaire : pour tout A € A, A € A.
Pour toute suite (A, )nen d’événements de A, U A, €A
n>0

Ces trois propriétés suffisent a montrer que pour toute suite (A, )nen d’événements de A,

ﬂAneA.

n>0

Que faire?

- Pour montrer qu’un ensemble est un événement, on peut montrer que c’est le complémen-
taire d’un événement ou alors I’union ou I’intersection (finie ou dénombrable) d’événe-
ments.

© Si X est une variable aléatoire discrete sur (€2, A, P) alors pour tout réel 2. les ensembles
(X <2), (X <2), (X =2),(X >a)et (X > ) sont des événements. D’ une maniére
générale, pour tout sous-ensemble U de X (). X ~!(U) est un événement.

11 suffit souvent de décomposer 1I’ensemble comme une union ou une intersection d’éve-
nements bien choisis.

76. Montrer qu'un ensemble est un événement = 393



Soit X une variable aléatoire discréte positive définie sur un espace (€2, A, P). Montrer que

I’ensemble :
A ={w € Q, X(w) est divisible par 3}

est un événement.

SOLUTION
La variable X étant positive, ’ensemble A se réécrit :
400 +00
A=|J{weQ, X(w) =3k} = | (X =3k)
k=0 k=0

Pour tout entier £ > 0. (X = 3k) est un événement donc par réunion dénombrable, on en
déduit que A est un événement.

Soit (A )n>0 une suite d’événements d’espace probabilisé (2, A, P). Justifier que :

+00 400

a=UNa

n=0k=n

est un événement.

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace (€2,.A, P). Montrer que pour tout réel
e > 0, ’ensemble A. deéfini par :

A. = {we Q, | X(w)| > ¢}

est un événement.

+00
m Commencer par étudier les ensembles ﬂ Ag.

k=n

Pour tout réel « et pour tout réel € > 0, || > e siet seulementsiz < —¢
oux > €.
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EXERCICE 76.1

Pour tout entier n > 0, I’ensemble B,, défini par :
+o0
By= n Ap
k=n
est un événement car c¢’est une intersection dénombrable d’événements. Ainsi,
+00 400 +00
U N 4=UBn
n=0k=n n=0

est un événement car c¢’est une réunion dénombrable d’événements.

EXERCICE 762

Pourtouts > 0.ona:

A ={w e, | X(w)| > ¢}
={we X(w) < —}U{weR, X(w)>c}
=(X<—-)U(X >¢)

X est une variable aléatoire discréte donc (X < —¢) et (X > ¢) sont des événements et
ainsi par réunion, A. est un événement.

76. Montrer qu’'un ensemble est un événement
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Utiliser [a continuite
Ly d r [ 4 y
('une probabiiité ; évéenements
’

Guand on ne sait pas!
Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé.

Enongons les théoremes de continuité croissante et de continuité décroissante.

Si (Ap)n>0 est une suite croisante d’événements c’est-a-dire que pour tout entier na-
turel n, A, C Ap41, alors :

s =r({)

n=0

- Si (An)n>0 est une suite décroisante d’événements c’est-a-dire que pour tout entier
naturel n, A, C Ay, alors :

+o0
s ra= ({2
=

Rappelons aussi la définition d’événements négligeables et presque surs.

Soit A un événement.
I est dit négligeable si P(A) = 0 et il est dit presque str si P(A) = 1.

Que faire?

Les théoremes de continuité croissante et décroissante servent a calculer la probabilité d’éve-
nements qui sont définis comme une intersection ou une union d’une infinité d’événements.
Soit (A )n>0 une suite d’événements.

o) N
si on veut calculer P ( N An), on considere les événements By = () A,. La suite
n=0 n=0

o oo
(BN )N>0 est alors décroissante etona: (| A, = (| Bn.
n=>0 N =0

o0 N
s1 on veut calculer P ( U An) . on considére les événements Cy = |J A,. La suite

n=0 n=0
[o o] o0
(CN)N>0 est alors croissanteetona: |J A, = |J Cn.
n=0 N=0
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EXEMPLE1 On procede a une suite infinie de lancers a pile ou face d’une piece équilibrée. On
note {2 I'univers décrivant cette expérience. On pose pour tout entier n > 1, A, I’événement
« le n-ieme lancer a donné pile ». On peut alors considérer. pour tout entier V. I’événement

N
By = ﬂ A, = «les N premiers lancers ont donné pile »

n=1

On note alors B, I'événement « tous les tirages ont donné pile ». On veut calculer la pro-
babilité de B.
On remarque que la suite (By ) y>1 est décroissante puisque, pour tout entier V,

+00
Bni1 = (BN N ANny1) C By, de plus, I'événement B, est égala | By.
N=1
Les tirages étant indépendants. pour tout entier V,

pow) =TT = (3)

n=1
Finalement,

+00 1 N
P =P ( () By) = i P = i (5) =0

Il est important de vérifier si la suite d’événements que 1’on considere est croissante ou
décroissante.

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé. On consideére une suite infinie d’événements (Ap).

Pour tout entier N > 1, onnote By = |J A, et B, = () Bn.
n>N N>1
On considere I’ensemble C' des éventualités w € €2 qui appartiennent a une infinite d’éve-

nements A,,.
1 Justifier, par double inclusion, que B, = C.

2 Onsuppose que », P(A,) converge.
n>0

+00
a. Justifier que pour tout entier N > 1. P(By) < > P(Ay).
n=N

b. En déduire que B, est négligeable.

77. Utiliser la continuité d’une probabilité ; événements négligeables ou presque sirs
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SOLUTION

a.

Soit w € C. Montrons que w € B,. Soit N > 1, comme |’ensemble des entiers n
tels que w appartienne a A,, est infini, il existe ng > N tel que w € A,,. On en
déduit que w € By = |J A,. Ceci étant vrai pour tout entier N > 1, w appartient

n>N
aB.,= () Bn.
N>1
On veut montrer que By C C, c¢’est-a-dire que pour tout événement w € €2,
(w € By) = (w € C). Par contraposée. on montre que (w ¢ C) = (w ¢ B,).

Considérons donc une éventualité w € 2 qui n’appartient pas a C'. On en déduit que
I’ensemble des entiers n tels que w appartient a A,, est fini. Il est donc majoré.

Soit N tel que pour tout n > N, w ¢ Ay, on obtient que w ¢ By et donc w ¢ B.
C’est ce que I’on voulait.

P
Soit N € N, considérons pour tout p > N les événements By, = |J A,.On

n=N

P
sait que P(Byp) < > P(An
n=N
Comme de plus. la suite (By p)p>N est croissante. par continuité croissante,

+00
P(BN) :P U BN,p = 11111 P(BNp)

p—>+00

Par passage a la limite dans I"inégalité ci-dessus on obtient donc

+00
P(BN) = Z P(An)

n=N
La suite (By)n>1 est décroissante car pour tout entier V strictement positif,
By = U Ap = ANU By
n>N

Par continuité décroissante,
P(B,) (ﬂ BN) = Jlim_ P(Bx)

Or, d’apres la question précédente, pour tout entier N > 1, P(By) < Z P(Ay)
n=
donc

<
P < i 3 P

Le terme de droite étant le reste d’une série convergente, on obtient que P(B,) = 0
ce qui signifie que B, est négligeable.
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Alice et Bob dispose d’un dé a 6 faces équilibre. Ils jouent au jeu dont les regles sont les
suivantes :
Alice commence a jouer.
A chaque tour, un joueur lance le dé. S’il fait 1 ou 2 il rejoue au tour suivant. s’il fait 3 ou
4 Iautre joueur jouera au tour suivant et s’il fait 5 ou 6, il est déclaré vainqueur et le jeu
s’arréte.
Pour modéliser ce jeu, on considere un espace probabilisé (€2, A, P) et les événements sui-
vants.
Pour tout entier n > 1, A,, : «le jeun’est pas fini avant le tour n et Alice joue au tour 7 ».
Pour tout entier n > 1, B,, : «le jeun’est pas fini avant le tour n et Bob joue au tour n ».
Pour tout entier n > 1. GG, : «le jeu n’est pas fini avant le tour n et le joueur qui joue le
tour n gagne ».

On note alors pour tout entier n > 1, .J,, = A, U B,, qui correspond au fait que le jeu n’est

pas fini avant le tour n.
+00
Onnote G = |J Gy I'événement « le jeu se termine ». On considére aussi les événements

n=1
G A : « Alice gagne » et GB : « Bob gagne ».

1 Soitn > 1. Justifier que P(.J,) = (%)n_1 et en déduire la probabilité de G,.

2 En déduire que G est presque sur.
3 Calculer les probabilités P(G'A) et P(GB).

m 1 On pourra utiliser la formule des probabilités composées.
N
2 On pourra considérer pour N > 1, I'événement Ty = |J Gn.

n=1

3 Commencer en calculant, pour n € N*, P(A4,,).

77. Utiliser la continuité d’une probabilité ; événements négligeables ou presque sirs
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1 Soitn > 1. d’apres les probabilités composées :
P(Jn) = P(h) x P(Ja|J1) x P(J3|Ja N J1) X - -+ X P(Jn|Jp—1 O --- 0 Jy)

Or, J,—1 C Jp—o C --- C Jj et, d’apres la modeélisation, pour tout k& < n,
P(Jk41|Jdk) = % = % On en déduit que

P(Ja) = P(11) x (2)"_1 - (§)l

Maintenant,
1 2\ "1 9n-1
P(Gn) = P(Jn) X P(GulJn) = 5 X (§> -
N
2 Notons pour N > 1, Ty = |J G, qui est I'événement qui peut s’interpréter comme

n=1
«ily aun gagnant dans I'un des N premiers tours ». La suite (7v) x> est croissante.
On en deéduit par continuité croissante que

+00 +00
P(G)=P (U Gn) =P ( U TN) = lim P(Ty)
n—1 N=1 Al

Maintenant, comme les événements G1, G, ..., Gy sont deux a deux incompatibles,
N N n—1 2\N N
L /2 1 1-(3) 2
Pan =3 re=35%(5) =5 =1-(
n=1 n=1 3
Finalement,
2 N
o= 1-(3)" =

L’événement G est bien presque sur.
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3  Soit n € N*. D’apres la modeélisation et en utilisant la formule des probabilités totales
pour le systéme complet d’événement (A,,, By, J,) :

P(An+1) = P(A11)P(An+1|An) +P(Bn)P(An+1an) +P(J_n)P(An+1|J_n)
1

1
= SP(An) + 3P(Bn) +0

i |

1 g -1
- 146)

Notons que cette formule n’est pas vraie pour n = 0 car P(A;) = 1.

On remarque alors que si on note GA,, = A, N G, qui correspond au fait qu’Alice
gagne au n-ieme tour, pour n > 2,

I 2\ 1
P(GAn) = P(An) X P(GnIAn) - § X § X § ==

et P(GA;) = 1.
On remarque que les événements GG A,, sont deux a deux incompatibles donc

+00 +00 n—2
P(GA)=ZP(GAn)=%+1Z(g> —tpde 1
n=1

2
9 — 3 39 1-5
. 2
Finalement P(GA) = 3
2 1
Comme G = GAUGB,ona P(GB) = P(G)— P(GA)=1— 3=3
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des prohabilités totaies

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

Un systeme complet dénombrable d’événements est une famille (E), ), >0 d’événements
deux a deux incompatibles et dont I’'union est égale a I'univers 2.

Vn#Zm = E,NE,=9

400
U E.=0
n=0
en particulier il y a toujours un seul E), qui se realise: dit autrement : les événements
s’excluent les uns des autres.

Si (Ey)n>0 est un systeme complet d’événements de I'univers 2, on a alors les formules
des probabilités totales : pour tout événement A € A

“+00 (oo}
P(A)=) P(ANE,) = +Z P(A |E,)P(E,)
n=0 n=0

La seconde égalité n’étant valable que si les événements £}, ne sont pas quasi-impossibles,
¢’est-a-dire que si P(E,) # 0.

Que faire ?

On remarque que la formule des probabilités totales se présente sous deux formes. La se-
conde s’utilise lorsque 1’on connait les probabilités conditionnelles selon les événements
du systeme complet.

I faut soigneusement vérifier que la famille (Ej, ), est bien composée d’événements
deux a deux incompatibles et que tous les cas possibles sont bien contenus dans la réunion
des éléments de cette famille.
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Une fois la famille (E}, ),>¢ identifiée, il faut, suivant les cas, déterminer les probabilités
P(ANE,)ou P(A|E,).

Souvent le systeme complet d’événements est implicite dans 1’énoncé. Il se déduit de la
description de I’expérience aléatoire. Par exemple, la probabilité de tirer une boule d’une
couleur donnée peut dépendre de 'urne dans laquelle elle est tirée.

On rappelle qu’on a un systeme complet d’événements lorsque, lors de la réalisation de
I’expérience, un et un seul des événements de la famille est réalisé.

Cette formule s’utilise parfois en lien avec la formule de Bayes (voir fiche 79).

Une particule se déplace entre trois points A, B et C. A I'instant 0, elle est en A. Si a I’instant
n elle se trouve en A (respectivement B, C') alors elle reste en A (respectivement B, (') avec
probabilité p €]0, 1] ou se déplace en B (respectivement C', A) avec probabilité ¢ = 1 — p.
On note ay, by, ¢, la probabilité que la particule soit en A. B, C' a 'instant n et on pose
an
Un = bn
Cn
Déterminer une matrice M telle que, pour tout n € N, U, 11 = MU,,.

2 Source : d'aprées CCP PC

SOLUTION
Soit n € N, on désigne par A,, (respectivement B,,, (;,) I’événement «la particule se trouve
au point A» (respectivement B, ') a I'instant . On a donc, par exemple, a,, = P(A,,).
Pour tout n € N, les événements A,,., B,, et (', forment un systeme complet d’événements,
chacun étant de probabilité non nulle car la particule ne peut occuper que 1'une de ces trois
positions et ne peut pas en occuper deux en méme temps. On a donc, par la formule des
probabilites totales :

an4+1 = P(A'n—i-lIAn)P(An) +P(A11,+1|Bn)P(Bn) +P(An+1|Cn)P(Cn)
=pP(A,) + 0P(B,) + qP(Cy)
= pa, + 0b, + qcp

En procédant de la méme maniére, on trouve

bn+1 = qan + pby + Ocy
cn+1 = Oap + gby + pey,

78. Utiliser un systéeme complet d"événements et la formule des probabilités totales
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en écrivant ceci sous forme matricielle, il vient

An+1 pan + 0by, + qcn
Un+l == b11+1 = | gan + ‘an + Ocp,
Cn+1 Oa, + qbn + pep
p 0 ¢\ fan
=|q p O bn
0 qg p Cn
= MU,

d’ou I’expression de M recherchee.

On dispose de p + 1 urnes notées Uy, ... . U, contenant chacune p boules. Soit i € [0, p],
I’urne numeérote ¢ contient i boules blanches et p — 7 boules rouges.

Soit n € N, on choisit une urne aléatoirement, et on en tire successivement n boules avec
remise. On note alors IV, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.
Soit k € N, déterminer la probabilité¢ P(N, = k). = Source : Mines-Pont PSI

La probabilité qu'une mere de famille. prénommeée Isabelle, ait & enfants est le nombre py,
defini par

Po=p1 = a €]0,1]

1-2
et Vk > 2, pl\:2k—_1a

On suppose que les naissances donnent indépendamment les unes des autres, soit un gargon,
soit une fille et que la probabilité d’avoir, a chaque naissance. un gargon ou une fille est la
meéme.

1 Quelle est la probabilité qu’Isabelle ait exactement deux gargons parmi ses enfants ?

2 Quelle est la probabilité qu’Isabelle ait deux enfants exactement sachant qu’elle a deux
gargons parmi ses enfants ?

3 Quelle est la probabilité qu’Isabelle ait deux filles sachant qu’elle a exactement deux
gargons ?
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RCICI i-'m Les urnes déterminent le systéme complet d’événements. Le choix de
I’urne suit une loi uniforme et, une fois I’'urne choisie, I’expérience de
piocher une boule rouge suit une loi binomiale.

m Le systeme complet d’événements est donné par le nombre d’enfants
constituant la famille d’Isabelle. Il s’agit ensuite d’appliquer la formule
de Bayes (voir fiche 79).

IllllIlIIIIIIIIIIlIIlIIIIlIlIIlIIIIIIIIlll—IllllIllIIIlIIIIIIlIIlIIIIIIIIIlIlIlIIIIlI

Soit i € [[1, p]. on désigne, par abus d’écriture, U; I’événement « I'urne i a été choisie ».

Les événements (U;), c[0.p] forment un systeme complet d’événements car on tire une boule

nécessairement dans une urne et dans une seule a la fois. En appliquant la formule des pro-
babilités totales, on a

car le choix de I'urne suit une loi uniforme sur [0, p].
Par ailleurs, si1’on pioche les boules dans I"urne U;, la probabilité de tirer une boule blanche

vaut —, en piochant n fois successivement et avec remise, on effectue n expériences indé-
pendantes de Bernoulli, donc la loi de NV, conditionnellement a 1’événement U;, est la loi

: . 3 ¥ s
binomiale de parametres n et —, d’ou
p

P(N, =k |U;) = (Z’) (1)k (1 N E)"_k _ (2‘1) *(p— iyt

Ainsi, on trouve que

1

i*(p—i"*
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Soit n € N, on pose E,, I’événement « la famille d’Isabelle se compose de n enfants », F),
« Isabelle a exactement 7 filles parmi ses enfants » et G, « Isabelle a exactement n garcons
parmi ses enfants ».

Sous ces conditions, P(E),) = p,. Les événements (E),),cn forment un systéme complet
d’événements car la famille d’Isabelle est constituée d’un nombre déterminé d’enfants.

1 On demande de calculer P(G2). Comme la famille d’événements (Ey ),y forme un
systeme complet d’événements, on peut appliquer la formule des probabilités totales :

P(G2) =Y P(En)P(Ga|En)
n=>0

et comme P(G2|E,) =0sin=0o0ul, ona

- n\ 1 1-2a=n(n-—1)
PE) =3 (5) 3 = T > 205
n=2 n=0
+x
On reconnait ici la série entiere > n(n — 1)2" 2 de rayon de convergence 1 évaluée
n=2

1 . ) 400 1
en @ = —. Comme cette série est la dérivée seconde de ) 2" = 1 . on a pour
xr

n=0 il
z€]—1,1],

+00 +00 - 1 \” 9
n(n —1)z" 2 = 2] = ( ) = —
= 2.") =)~

B -1y 2% 4 _ _ T
d’ou ) "ﬁl‘_.} ) — ;7 ce qui permet d’obtenir P(Gs) = %.
n=0

2 On demande de calculer P(FE5|G32) ce que ’on peut faire avec la formule de Bayes
(voir fiche 79) :
P(E3)P(Gs|E»)
P(Gs)

P(E,|Ga) =
Or P(Go|Ep) = (g) 51; car la lo1 du nombre de gargons, conditionnellement a I’éve-

nement £),. est la loi binomiale de parametres n et 3

2\ 4
1-2 _ = (2)3?
a, on obtient P(EQ'GQ) B m27 = (2)4—?

Comme py =
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3 On cherche a calculer P(F5|G5). Pour cela, on applique encore la formule de Bayes :

P(F>NGa)

P(F|Gg) = P(Ga)

D’apres la formule des probabilités totales, toujours avec le méme systéme complet
d’événements :

P(FaNGs) = ZPEn (F> N Ga|Ey)
n=0

Comme, pour tout n € N\{4}, P(F»> N G3|E,) =0.ona:

P(F> N Ga) = P(E4)P(F> N Ga|Ey)

= P(E4)P(G2|Eys) = 2—2a (g) 2—14 = 3(16;420)

en effet, P(F» N Ga|Ey) = P(G3|Ey4) puisque la probabilité d’avoir 2 gar¢ons dans
une famille de 4 enfants est égale a la probabilité d’avoir 2 filles et 2 gargons dans une
famille de 4 enfants.

81

D’ou P(F5|Gs) = ﬂp%%) = g5
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Utiliser ia formuie de Bayes

Quand on ne sait pas!
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.
On rappelle la formule proprement dite,
Soient A et B deux événements tels que P(A) > 0 et P(B) > 0 alors on a

P(B|A)P(A)
P(B)

P(A|B) =

et la formule de Bayes généralisée. Soit 7 C N.

Soit (Bj),.; un systeme complet d’événements tel que, pour tout j € I. P(Bj) > 0,
alors pour tout A € Aetsi P(A) >0

. 4 P(A|B;)P(B;)
VielI, P(Bi|A)= > P(A[B))P(B;)
Jel
Que faire?

Pour appliquer la formule de Bayes il faut identifier les ¢léments de 1’énoncé correspondant
a des probabilités conditionnelles : P(A|B), P(B|A).
Pour appliquer la formule de Bayes généralisée 1l faut :

identifier le systéme complet d’événements (B;) jel
pour tout i € I, déterminer les probabilités P(B;)
pour tout i € I, déterminer les probabilités P(A|B;)

Dans les exercices les plus simples, le systéme complet d’événements est souvent consti-
tué d’un événement B et de I’événement complémentaire B.
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Un systeme complet d’événements (B;),; étant donné, on applique la formule de Bayes

lorsque I’on connait les P(A|B;) pour un certain événement A et que 1’on souhaite cal-

culer P (B;|A).

Dans la formule générale, on a ) P(A|B;)P(B;j) = P(A) en vertu des formules des
jel

probabilités composees et des probabilités totales.

Pour détecter une maladie, on dispose d’un test non completement fiable. Lorsque le test est
positif, la probabilité d’étre atteint de la maladie est de 0, 8. Lorsque le test est négatif. la
probabilité d’étre sain est de 0, 95. Les statistiques établissent que 4% des personnes ont un
test positif.

On choisit au hasard un individu. On définit les événements suivants :

M : « L’individu est porteur de la maladie »
T : « L’individu a un test positif »

a. Préciser P(T), P(M|T) et P (M|T).

b. Que représente la probabilité P (M|T)? La calculer.

Calculer P(M).

3 a. Calculer P(T|M). Que représente cette probabilité ? Que penser du test?

—

b. Les événements M et T sont-ils indépendants ?

SOLUTION
1 a. Entraduisant Iénoncé : P(T') = 0,04: P(M|T) = 0,8et P (M|T) = 0,95.

b. La probabilité P (M |T) correspond a celle qu’un individu soit malade sachant que

le test ne I"a pas identifié. L’événement M étant I’événement contraire de M. on a
P(M|T)+ P (M|T) =1dou

P(M|T)=1-0,95=0,05
2 Enappliquant la formule des probabilités totales. on a :
P(M)=P (M|T)P (T) + P(M|T)P(T) = 0,048 + 0,032 = 0,08

3 a. Lesévénements T et T forment un systéme complet d’événements et I’on connait
P(M]|T) ainsi que P (M|T) on applique donc la formule de Bayes :

o P(M[T)P(T) _ P(M|T)P(T)

POND = 5 0mmy p (@) + POIMPT) PO
_0.05x0,96
- 0,08 7
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Cette probabilité est celle que le test soit negatif, c¢’est-a-dire que le patient soit
annonce sain sachant qu’il est malade. Ainsi, plus d’une personne sur deux qui est
malade est déclarée saine.

b. Les calculs montrent que P(T|M) # P(T) ainsi P(T N M) # P(T) x P(M) et
donc les événements ne sont pas indépendants.

Les Anglais et les Américains orthographient le mot rigueur, respectivement rigour et rigor.
Un homme ayant pris une chambre dans un hotel parisien a écrit ce mot sur un bout de papier
et le dépose a la réception. Le réceptionniste découpe chaque lettre, les place dans un sac et
en fait tirer une au hasard au standardiste : ¢’est une voyelle. Or 40% des anglophones de
I’hotel sont des Anglais et les 60% restants sont des Ameéricains. Quelle est la probabilité
que I"auteur du mot soit anglais ?

E 192
Valentin a perdu sa balle en jouant au parc. Il pense que sa balle a autant de chance de se
trouver dans n’importe laquelle de trois parties données du parc. On note 1 —a; la probabilité
qu’il retrouve sa balle dans la partie i si elle y est effectivement.
Les valeurs a; représentent donc les probabilités de rater la balle lors des recherches. On
peut I"attribuer a diverses causes comme la végétation ou la lassitude de Valentin.
Quelle est la probabilité que la balle se trouve dans la i—ieme partie (i € {1,2,3}) si les
recherches dans la premiére n’ont rien donne ?

m Identifier le systéme complet d’événements et traduire I’énonce.

m I1 faut appliquer 3 fois la formule de Bayes.

On pose les événements :

U : « I’auteur est Ameéricain »

U : « I'auteur est Anglais »
V' : «la lettre prélevee est une voyelle »
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Les événements U et U forment un systeme complet d’événements puisque les clients par-
lant anglais dans I hotel sont soit Anglals soit Ameucams En traduisant I’énoncé on trouve

que P(V|U) = 2. P(VIU) = 3. P(U) = £% = £ et P(U) = {55 = 2. On souhaite
calculer P(UIV). on applique donc la formule de Bayes :
- P(V|U)P 3% 2
P@IV) = R gt
P(VIU)PU) + ( [OPT) §x5+3x3
_3
i
25
=2 =~ 35.71%
T4 ;

On pose, pour i € {1, 2, 3}, les événements

Zi: «laballe est dans la i—iéme partie »
E :  «les recherches dans la partie 1 n’ont rien donne »

L’hypotheése d’équiprobabilité émise par 1’énoncé donne, pour i € {1,2,3}, P(Z;) = § le
reste de I’énoncé fournit P(E|Z,) = a1, P(E|Z3) = P(E|Z3) =1

On applique alors la formule de Bayes :

P(E|Z)P(Zy)

3

_:Zl P(E|Zi)P(Z;)

alx%

ax i+
a
a; + 2

P(Z1|E) =

et pour j € {2,3},

P(Z|E) = 3P(E|Zj)P(Zj)

g P(E|Zi)P(Z;)

79. Utiliser la formule de Bayes
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80 \’ Iltlllser les lois usuelies pour modeliser

On rappelle la définition des lois usuelles ainsi qu'un modele probabiliste les illustrant :
Loi uniforme sur [1, 2] : on dit quune variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [1, 7]
s1

X(@) =[1,n] et Vie[ln], p(x:i):%

Onnote X ~ U ([1,n]).

Les modeles probabilistes usuels : les lancers de dé equilibre, le tirage d’une boule
au hasard dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. plus généralement
tout résultat d’expérience pour laquelle toutes les issues ont la méme probabilité de se
réaliser.

Loi de Bernoulli; soit p € [0, 1]. On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p si
X(@)={0,1} PX=0)=1-p et P(X=1)=
On note X ~ B(p).

Les modeles probabilistes usuels : les lancers d une piece, tirage d’une boule dans une
urne composee de boules de deux couleurs, plus généralement tout résultat d’expe-
rience pour laquelle seulement deux issues -un succes ou un échec- sont possibles.

- Loi binomiale: on dit que X suit la loi binomiale de parametres n et p si

X(@)=[0n] et Vke[o,n], P(X=k) = (Z) (1 — pyk

Onnote X ~ B(n,p).

Les modeles probabilistes usuels : nombre de piles obtenus lors du lancer d’une piece,
nombre de boules d’une catégorie donnée obtenues apres tirages d’une boule. avec
remise a chaque fois de la boule tirée, dans une urne contenant des boules de plusieurs
catégories, plus généralement : nombre de succes obtenus lors de la répétition d’une
épreuve de Bernoulli.
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Loi géométrique: soit p €]0, 1[ On dit que X suit la loi géométrique de parametre p si
XQ)=N e VkeN, PX=k)=0-pp
On note X ~ G(p).

Le modele probabiliste usuel : nombre de tentatives nécessaires pour obtenir un résultat
«pile» lorsqu’on lance une piece de monnaie. plus généralement : le rang du premier
succes dans une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre p.

Loi de Poisson; soit A € R**. On dit que X suit la loi de Poisson de parameétre \ si

/\k
X(Q)=N et VkeN, P{X=k}= k'e_’\

On note X ~ P(A).

Le modele probabiliste usuel : la loi de Poisson peut-étre vue comme un cas «limite»
de lois binomiales. On peut interpréter la loi de Poisson comme la loi du nombre de
succes lorsque 1’on compte un nombre tres éleve d’épreuves avec une probabilité de
succes p tres faible.

Que faire?

I1 faut bien connaitre les lois au programme et avoir des exemples concrets en téte auxquels
comparer la situation exposee par le sujet ou I’exercice.

Il faut déterminer X (€2) car les lois au programme ne sont pas toutes a valeurs dans le
meme espace.

Lorsqu’on affirme que la situation proposée est modelisée par une variable aléatoire. il
faut le justifier convenablement.

Il est possible qu’apres calcul, on identifie une loi connue. Il est alors possible d’en déduire
immediatement des résultats comme une espérance. une variance ou une fonction géné-
ratrice. Il est egalement intéressant d’en déduire une information concernant la situation
probabiliste proposee.

Une porte est verrouillée. On veut I’ouvrir au moyen d’une clé qui se trouve sur un trousseau
avec quatre autres clés. Pour cela, on a deux méthodes :

A chaque tentative, on prend une clé au hasard et on I’essaie. On laisse la clé sur le trous-
seau.

A chaque tentative. on prend une clé au hasard et on I’essaie. Par contre, si la clé ne
convient pas. on la retire du trousseau.

80. Utiliser les lois usuelles pour modéliser une expérience aléatoire
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Dans les deux cas, décrire la variable aléatoire donnant le nombre moyen de tentatives avant
d’ouvrir la porte.

SOLUTION
Dans le premier cas, chaque tentative est une expérience aléatoire du type succes-échec, il
s’agit donc d’un schéma de Bernoulli et la probabilité de succes vaut p = %. Ainsi, on répete
la méme expérience de Bernoulli jusqu’a trouver la bonne clef. il s’agit donc d’une variable
aléatoire suivant une loi géometrique de parametre p. Le nombre moyen de tentatives avant
un succes est donc de 1 = 4.

Dans le second cas, si on pose X la variable aléatoire alors X (2) = [1,4]. En effet. au
quatrieme essai on a forcément trouve la bonne clef. La loi de X est donnée par le tableau
suivant :

-
=l
W=
-
=l
X
win
X
D=
|-
=l
X
([ )
X
B —
-

En effet. par exemple pour (X = 3), on s’est trompé au premier essai (3 possibilités sur
4), au second essai (2 possibilités restantes sur 3) et on a trouve la bonne au troisieme (1
possibilité parmi les 2 clefs restantes). On constate donc que X suit une loi uniforme sur
[1,4] donc le nombre moyen de tentatives avant succes est ici de 5/2.

Deux joueurs jouent avec des pieces équilibrées. Ils lancent chacun 7 fois une piece. Celui
qui gagne est celui qui obtient le plus grand nombre de fois pile. Quelle est la probabilite
qu’il'y ait un gagnant? D Source : CCP PSI

On a un QCM a n questions avec 4 choix possibles pour chaque question. Pour chaque
question. Clément a une probabilité p de connaitre la réponse et quand il la connait il répond
juste. Quand il ne connait pas la réponse, il répond au hasard.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de questions dont Clément connait la re-
ponse (c’est-a-dire le nombre de bonnes réponses données par Clément aux questions dont il
connaissait la réponse). et Y la variable aléatoire qui compte le nombre de bonnes réponses
obtenues en répondant au hasard. Trouver laloide Z = X + Y. = Source : ISUP MP
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RCIC Le nombre de piles lors de n lancers d'une piece équilibrée est une va-
riable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres (n,1/2). L’éve-
nement «il y a un gagnant» est le contraire de «il y a égalité». Le calcul

2
n ’
de la probabilité qu’il y ait égalité requiert le calcul de kZO (Z) qui se
fait classiquement en développant de deux manieres. par le binome de

Newton, la quantité (1 + X)?" = (1 4+ X)"(1 + X)™.

.Z Ona Z(Q) = [0,n], de méme que X(Q2) = [0,n] = V(). D autres
parts.([X = i]) ic[o.n] €St un systeme complet d’événements, donc pour
k € [0,n].ona

P(Z:k):P(X+Y:k):iP(X+Y:i|X:z‘)P(X:2i)
k=0

par la formule des probabilités totales. Ensuite, établir que la loi de Y
sachant I’événement [X = i| réalisé est une loi binomiale ce qui permet
de conclure.

IllllIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIlIIIIlIIIIIIIIIIImllllIlIIIIIIIIIlllIIIIIIIIIIIIIIIlIllIlIlI

Un lancer de piece eéquilibrée est une expérience de Bernoulli de parametre p = % Chaque
joueur lance n fois sa piece de fagon indépendante et compte le nombre de succes, il s’agit
donc d’une variable aléatoire binomiale de parametre (72, p). On pose X et X les variables
aléatoires comptant le nombre de succes de chacun des joueurs. On peut faire I’hypothese
que ces deux variables aléatoires sont indépendantes car les résultats de la piece de 1'un
n’ont aucune raison d’influer sur ceux de I’autre piece. L’événement «il y a un gagnant»
est I’événement contraire de «il y a égalité». On va donc calculer P(X; = X5») et ainsi
en déduire la probabilité recherchée. Pour cela, on va conditionner par le systeme complet
d*événements ([X1 = k])cpon -

P(Xy=Xg)= ZP(X,:k)(Xl = Xo)P(X1 =k) = ) Px,=k)(X2 =k)P(X1 =k)
k=0 k=0
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Par indépendance de X et de Xo.

P(X1=X3)=) P(Xa=k)P(X1=k)
k=0

2 (BIGNO N EES 1)

Le calcul de la somme des carrés des coefficients binomiaux est classique, pour cela, on
calcule (1 + X)?" a I’aide du binome de Newton de deux facons différentes en remarquant
que (1 + X)?" = (1 + X)*(1 + X)™. En identifiant le coefficient de X™ dans chaque
membre de cette expression, on trouve que

£6)(2)- )

e ) ce qui fournit le résultat voulu. Finalement, la probabilité qu’il y ait

n—k]
un gagnant est :

or

1

p(Xl#XQ):l—P(XI:Xg):l—ﬁ<

2n
n

On peut noter qu’en utilisant la formule de Stirling, P(X; = X5) ~ \/—‘=7r

+o00 VI
La variable aléatoire Z correspond au nombre de bonnes réponses donc Z(Q2) = [0, n]. De
méme, X (Q) = [0,n] = Y(Q). Soit k € [0,n]. comme ([X = i]);g,, est un systeme
complet d’événements on peut appliquer la formule des probabilités totales

P(Z=k)=P(X+Y=k) =Y P(X+Y =k|X =i) P(X =1)

~.
= |l M?:-
o

=Y P(Y =k —i| X =i)P(X =)
0

i

Des lors, pour chaque question. Clément a une probabilité p de connaitre la bonne réponse
donc X est le nombre de succes dans une succession de n expeériences de Bernoulli indé-
pendantes, dés lors X suit une loi binomiale de parametre (7, p). Par suite, si Clément a
obtenu A bonnes réponses et qu’il en connaissait 7, il a donc. en répondant au hasard. donne
la bonne réponse k — i fois sur les n — i questions restantes. La loi de Y. conditionnellement
al’événement [X = i] est la loi binomiale de parameétres n — i et 71 car cette fois. on compte
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les succes de probabilite % lors de n — i épreuves indépendantes. On en deduit donc que

-t (1) () Q)

P(X =i)= (7;) (1 — pyn-i

-3 () =)o () @)

2

(7;) (Z:;> ik — z)n"(n R (2) (t)
Par suite, en écrivant (1 — p)"—i =(1- p)"_k(l o p)k:—z
O S0 (5)
() )

( > n k
L+3p
en posant ¢ = —

En conclusion, Z suit une loi binomiale de parametre (7, ¢), en particulier, le score moyen
de bonnes réponses est donc de ng.

d’ou

Or

Il
>3

>3 3
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2 Montrer quune variabie aléatoire admet

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

La variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans un ensemble dénombrable {zy, k& € N}
est dite d’espérance finie lorsque la série de terme général 23 P(X = z},) est absolument
convergente.

Dans ce cas, sa somme est appelée espérance de X et notée E(X).

+00
E(X) =) #P(X =z3)
k=0

Que faire?

Si la variable aléatoire X est finie, ¢’est-a-dire si X (€2) est un ensemble fini alors X
admet une espérance.

En pratique, on montre que le terme général 23 P(X = xzj) est bien celui d’une série
absolument convergente.

© Pour montrer que le terme général 3 P(X = 2},) est celui d’une série absolument conver-
gente, on pourra chercher a se ramener a un développement en série entiére connu.
Théoreme de domination : Si | X| < Y etsi Y est d’espérance finie, alors X est d’espé-
rance finie.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N suivant la méme loi
deéfinie par :

VkeN, P(X=k)=PY =k)=pd"
oup€l0,1jetg=1—p.
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1 Quelleest laloide V =max(X,Y)?
2 Lavariable aléatoire V' admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

SOLUTION

1 On note tout d’abord que V' (£2) = N. On remarque que, pour k& € N, il est plus simple
ici de calculer P(V < k) car

P(V <k)=P((X <k)N(Y <k)) = P(X < k)2
car X et Y sont indépendantes et suivent la méme loi. Ainsi, pour k € NN,
P X : Y : n __ 1—qk+1_ k+1
(X <k) —nXZ%P(X—") —gpq =gy — =14
comme somme d’une progression géometrique.
On a alors, P(V = 0) = P(X = 0)2 = p? et pour k € N*,
P(V=k)=P(V <k)—P(V <k-1)=(1-¢"*")?—(1-7"?
—(1l—g"* 14" - +1-¢Y)
=q¢"(1-q)(2-q" —d""")
= pg-(2—¢" = ¢")

On remarque que la derniere expression dans la formule précedente marche pour £ = 0
et on peut vérifier que la somme de ces probabilités est bien égale a 1.

2 On décompose maintenant le terme général de 1’espérance, pour k € N, on a:
kP(V = k) = 2pkq" — pkq™ — pkq®**' = 2pgkq" ™" — p(1 + 9)¢°k(¢*)* "

il s’agit donc d’une série a termes positifs, d’apres le membre de gauche, constituée de
la combinaison linéaire de 2 séries convergentes dont on peut calculer la somme grace

+00

au développement en série entiére de la série dérivée de S(2) = 3 z*. En effet, avec
k=0

I’écriture précédente,

E(V) = 2pqS'(q) — p(1 + 9)¢*S'(¢°)

Par suite, comme pour 2 €] — 1, 1[, S(z) = ; 1 —.ona 8l(z) = (1;1)2 ainsi,

2 2
E(V) = 2 _pg(1+4q) _2pg _pg-(1+9)

1-¢)2 (1-¢1)2  p2 p2(1+4q)2
_ % ¢ q2+9)

p p(l+q) p(l+q)
carl—g=petl—q%=p(l+q).
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On considere 1’experience suivante : on dispose d’une urne contenant au départ une boule
blanche et une boule rouge. A chaque tour, on pioche une boule. Si elle est rouge I’experience
s’arrete. Si elle est blanche, on remet la boule dans 1'urne et on en rajoute une blanche. On
pose X le numéro du tour auquel on pioche une boule rouge.

1 Déterminer la loi de X.
2 Lavariable aleéatoire X admet-elle une espérance ?

Margaux participe a un jeu dans lequel il faut répondre a plusieurs questions numeérotées

et indépendantes. On note py. la probabilité que Margaux réponde de facon correcte a la
k—ieme question et, pour n € N*, on pose 7, = py ... pn.

1 Soit Z une variable aléatoire a valeur entieres. Montrer que Z admet une espérance

si et seulement si la série Y P(Z > 1) converge et montrer dans ce cas que 1’on a
k=1

E(Z) =S P(Z>1).
k=1

2 On deéfinit X comme la variable aléatoire représentant le nombre de bonnes réponses
données par Margaux avant sa premiere mauvaise réponse. Déterminer la loi de X.

3 Montrer que X admet une espérance si et seulement si la série de terme geénéral r,
converge.

+00
Montrer qu’on a alors E(X) = > 7.
n=1 O Source : D’aprées ENSAM PSI

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de

parametres p; €]0, 1[ et po €]0, 1| respectivement. Soit Z = min(X,Y').

1 Calculer P(Z > k).

2 Montrer que Z admet une espérance et la calculer.
O Source : d'aprées ENSAM PSI
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m 1 Pour déterminer la loi de X on pourra considérer les événements
By, « le résultat du k-eme tirage est une boule blanche » et Ry, « le
résultat du k-eme tirage est la boule rouge ». identifier I’événement

(X = k) et calculer comme résultat intermédiaire la probabilité
P(Bi1N...NBy_1).

2 Reconnaitre le terme général de la série harmonique.

. +00 +oo k
m 1 On pourra remarquer que »  kP(Z = k) = Y. Y. P(Z = k)
k=1 k=1i=1
+00 +00 400 !
etque Y. P(Z >1i) = ). Y P(Z = k), que ces deux familles
i=1 i=1 k=i

sont sommables et sont égales.

2 Pour déterminer la loi de X, on pourra s’inspirer de la définition
d’une variable aléatoire suivant une loi géomeétrique.

3 On peut remarquer que X est a valeurs dans N* et utiliser le calcul
de I’espérance d’une variable aléatoire a valeurs entieres.

( m 1 Utiliser I'indépendance de X et Y puis le fait qu’elles suivent toutes
deux une loi géométrique mais de parametres différents.

2 On peut montrer que Z admet une espérance par le théoreme de do-
mination. En déduisant la loi de Z a I’aide de la question précédente
on reconnait une loi connue.

1 On note tout d’abord que X (£2) = N*. Soit £ € N*, on pose les événements B}, « le
résultat du k-eme tirage est une boule blanche » et Ry, « le résultat du k-eéme tirage est
la boule rouge ». Deés lors, par la formule des probabilités composées :

P(X=k)=P(Bi1NBaN...NBk_1NRy)
=P(Rg|B1N...NBy_1) P(Br_1|B1N...N By_3)...P(Ba|By)P(B)

Tout d’abord, P(B;) = % car 'urne contient une boule de chaque couleur au début de

I’expérience. Pouri > 2, P(B; |B1N...NB;_1) =

blanches lors des tirages précédents, on en a donc rajouté ¢ — 1 aux 2 déja présentes, ce
qui fait 7 + 1 boules dans I'urne dont ¢ sont des boules blanches. Ainsi,

car sion atiré 7 — 1 boules
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k—1 2
P(Bk_llBln...an_Q)...P(BQIBl)P(Bl): E X X§X§

B 1

=

Par ailleurs.
1
; 4
P (Ri| B1 N Byr_) = % |

car sionn’atiré que des boules blanches lors des k—1 premiers tirages, il y a k+1 boules

dans I'urne dont une seule est rouge. On en déduit donc que P(X = k) = m

qui est le terme général d’une série divergente par

1
SetkelN, BiX =k = v

comparaison a la série harmonique. Des lors, X n’admet pas d’espérance.

Comme la variable aléatoire Z est positive et admet une esperance, on en déduit que la

série a termes positifs Z kP(Z Z Z P(Z = k) est sommable et comme il
k=1
s’agit d’'une somme triangulaire, on a :
+oo k +00 400 +00
ZZP(Z: k) = ZZP(Z: k)= ZP(Z %)
k=1 i=1 i=1 k=i i=1
+0o0 +00 400 o
Réciproquement, si Y P(Z > i) = Y. > P(Z = k) converge. par positivité de Z,
i>1 i=1 k=i

la série est sommable et on obtient I’ égalité

+00 +00 +oo k
I ILCETES 3 C
i=1 k=i k=11i=1

ce qui prouve que les deux séries sont simultanément convergentes et de méme somme.
On note tout d’abord que X (2) = N*. Pour k € N*, I’événement (X = k) est réalisé
lorsque Margaux a répondu de fagon correcte au k& premieres questions et s’est trompee
ala (k + 1)-ieme. Dés lors, comme I’événement « Margaux répond de fagon correcte
a une question » est indépendant des réponses qu’elle apporte aux autres questions on
en deduit que :

P(X =k)=p1...pk(1 = Pr41) =Tk — Tk

I1 s’agit donc du terme général d’une série télescopique.

Meéme si ce n’est pas demandé. on peut noter que cette série est convergente car la suite
(rk)k>1 est positive et décroissante donc convergente et pour que sa somme soit égale
a 1 il faut que sa limite vaille 1 — p;.
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La variable aléatoire X étant a valeurs dans N*, on utilise le résultat de la question 1.

Ainsi, X admet une espérance si et seulement si »_ P(X > k) converge et dans ce
k=1

cas, F/(X) est la somme de cette série.

Soit & € N*, I’événement (X > k) est réalisé lorsque Margaux répond au moins aux k

premieres questions. Des lors, comme I’ événement « Margaux répond de fagon correcte

a une question » est indépendant des réponses qu’elle apporte aux autres questions on

en déduit que

P(XZ2k)=p1...pp =1k
et donc X admet une espérance si et seulement si Y r; converge et dans ce cas,
k>1

+00

E(X) = Z Tk
k=1

On remarque tout d’abord que Z(§2) = N*. Pour k£ € N*, I’événement (Z > k) est
réalisé si et seulement si (X > k) et (Y > k) le sont. D’oul

P(Z>k)=P(X>kN(Y >k)=PX >k)PY > k)

par indépendance de X et Y. De plus. comme X suit une loi géométrique de para-
metre pq,

400 I
P
P(X>k)= > (1-p)pi~' =(1-p) §jp T=(1-p)y——=pi
n=k+1 n=k+1 P

par somme d’une série géomeétrique de raison p;. De méme. comme Y suit également
une loi géométrique. mais de parametre po, on trouve P(Y > k) = p2 et finalement :

P(Z > k) = (pipa2)*

On remarque tout d’abord que 0 < Z < X or X admet une espérance donc Z aussi
par le théoréeme de domination. Soit £ > 2. ona:

P(Z=k)=P(Z>k—1)—P(Z>k) = (p1p2)* (1 — p1p2)
et
P(Z=1)=1—P(Z >1) =1—pipe

On reconnait alors une loi géométrique de parametre 1 — p;po. ce qui confirme que Z

admet une espérance et permet d’en déduire que E(Z) = T
— P1p2

81. Montrer qu’une variable aléatoire admet une espérance finie et la calculer
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Utiliser ia formuie de transfert

pour caicuier une espéraince

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

(Définition de I’espérance) Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans 1’en-
semble dénombrable X (Q2) = {z, k € N}.

On dit que X est d’espérance finie lorsque la série de terme général 23 P(X = x}) est
absolument convergente. Sa somme est appelée espérance de X et notée E(X).

(Théoreme de transfert) Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans I’ensemble
dénombrable X () = {zx, k € N}.
Si f est une fonction définie sur X (€2) et a valeurs réelles, la variable aléatoire f(X)
a une espérance finie si et seulement si la série de terme général f () P(X = ) est
absolument convergente. On a alors :

E(f(X)) =) f(zx)P(X = z)

keN

Que faire?

Bien identifier la loi de X et son support X (£2).
Bien déterminer I’ensemble f(X)(€2) et le terme général f(z1)P(X = a}).

* Prouver que la série de terme général f(z)P(X = xj) est absolument convergente avant
de calculer sa somme.

Penser a vérifier la convergence de la série de terme général |f(2)| P(X = i) pour
établir la convergence absolue.

Pour calculer explicitement £ (f(X)) on pensera aux développements en série entiere
usuels.

424 Compléments de probabilite



Exempie traité

Etablir I’existence et calculer F (1 +X) si X suit la loi de Poisson de parametre A > 0.
2 Source : Mines-Pont PC

SOLUTION

1
On pose f: RT — R définie par f(z) = 1 Comme X suit une loi de Poisson de

parametre A,

X(2)=N et VneN, P(X:-n.)ze_’\g
d’ou
1
f(X)(Q):{lJrn'neN}
t n)|P(X =n) = f(n)P(X =n) = S
ot [FrllPE = =P =n)=r 5

On reconnait, a une constante pres et a un décalage d’indice pres, le terme général d’une
série exponentielle absolument convergente donc f(X) possede une espérance. On calcule
alors sa somme en utilisant le développement en série entiere de = +— e*

1 R e m "
g1 L L e
(1+X> kz(n-+-1 Z 71+1
A (n+1)! A n! A n!

k=0 k=1 k=0
A —-A

:%(GA_I)Zl-,\e

E 21

On suppose que X suit une loi géométrique G(p) avec p €]0, 1[. Calculer E (31-(-)
2 Source : Mines-Pont PC

1
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.
Soit 7 € N*. Calculer £ (X(X —1)...(X —r+1))

82. Utiliser la formule de transfert pour calculer une espérance
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EXER ﬁ:,'f’ff Pour k € N*, identifier la fonction f. exprimer f(k)P(X = k) et dé-
montrer qu’il s’agit du terme général d’une série absolument conver-
gente avant d’appliquer le théoreme du transfert.

RCICE m Pour k& € N, identifier la fonction f, exprimer f(k)P(X = k) et démon-
trer qu’il s’agit du terme geénéral d’une série absolument convergente
avant d’appliquer le théoreme du transfert.

Par définition de X, X () = N* et, pour n € N*, P(X = n) = (1 — p)" p. Par ailleurs,
(X)) = {3 o = N*} donc il s’agit de prouver la convergence absolue de la série de

terme général 111 (1—p)™!p. Cette série est a termes positifs et on montre facilement qu’elle
converge absolument . En effet, c’est une série entiere satisfaisant au critere de d’ Alembert

puisqu’en posant u, = %(1 p)" p.ona lim i |V p < 1,donc f(X) admet
n—+00 | Up
une espeérance.
On écrit alors
+00 1 1 p +°° i
E(f(X))=)_ ~(1-p)" e
n=1" T
400
On reconnait alors la série S(22) = ) %-. de rayon de convergence égal a 1. évaluée en
n=1
(1—p). Endérivant sur | — 1, 1[, S"(x Z " Z 2" = -, d’ou, il existe k € R,

telle que pour tout 2 €] — 1,1/, S(ar) =— 1n(1 x) + L et comme S(O) =0,onak =0.
On en deéduit alors que

E(f(X)) =— fpln(p)
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EXERCICE 82.2
& /\k—r

Pourk > r, k(k—1)...(k—r+ 1)P(X = k) = (&ﬁea)\% = Ae (k—r)!

On reconnait, a une constante pres et a un décalage d’indice pres, une série exponentielle

absolument convergente, ce qui prouve que £ (X (X —1)...(X —r + 1)) existe et comme
k(k—1)...(k—r+1)=0sik<r,ona

+o00 )\k——r

EX(X-1)...(X—r+1)=e?\"Y_ o =e M\t = AT
k=r i
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2 Montrer quune variabie aiéatoire
\,  admet une variance et ia caiculer

428

Soit X une variable aléatoire discrete infinie définie sur un espace probabilisé (€2, A, P).

Si X2 admet une espérance (on dit que X a un moment d’ordre deux) alors X admet une
espérance et on définit la variance de X, notée V' (X), de la maniere suivante :

2
V(X) = E((X — E(X)) )
On peut aussi utiliser la formule de Koenig-Huygens pour calculer la variance d une variable
aléatoire :
Si X admet une variance alors V (X) = E(X?) — E(X)?2
On utilise aussi souvent les deux propriétés suivantes :

Soit (a,b) € R2.

Si X admet une espérance alors a.X + baussietona E(aX +b) = aE(X)+b. C’est
la linéarité de I’espérance.
Si X admet une variance alors aX + b aussietona V(aX + b) = a?V (X).

Que faire?

On commence par vérifier si X admet une espérance.
Si X2 admet une espérance alors X aussi. On calcule alors I"espérance de X (fiche 81).
On utilise pour finir la formule de Koenig-Huygens.

On peut procéder autrement si 1’on connait la fonction génératrice de X (fiche 87).
Si la variable est usuelle, il faut connaitre parfaitement la variance de celle-ci. Aucun
calcul n’est attendu dans ce cas.
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Exempie traité

Soit p €]0, 1[ et X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N telle que pour tout entier
n >0,
P(X =n)=(1-p)"p

Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

SOLUTION
Soit Y la variable aléatoire définie par Y = X + 1. Alors Y (2) = N* car X(2) = Net
pour tout entier n > 1,

PY=n)=PX+1l=n)=PX=n-1)=1-p"p

Ainsi, Y suit une loi géometrique de parametre p. On en déduit que Y admet une espérance
et une variance et on a :

1 1—p
E(Y)=-¢et V(Y) =
(Y) 5 (Y) >
Or X =Y — 1 donc X admet aussi une espérance et on a par linéarité :
| 1—p
E(X)=EY)—-1==—-1=——
(X) = E(Y) 7 5
La variable X admet aussi une variance et on a :
. 1—
V(X) = 12V(Y) = p..j’

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N* telle que pour tout n € N*,

4

P(X = 71) = n(‘nv i 1)(71 — 2)

La variable aléatoire X admet-elle une variance ?

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N* telle que pour tout n € N*,

1 92 n—1 4 1 n—1

Montrer que X admet une variance et la calculer.

83. Montrer qu’une variable aléatoire admet une variance et la calculer

429



430

On pose pour tout entier k& > 1,
(k—-1)
k!
1 Justifier que (uy)r>1 définit une loi de probabilité.

2 Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par (uy)r>1. Justifier que X admet
une espérance et une variance et donner la valeur de celles-ci.

Up =

Pour vous aider 3 démarrer

EXERCIC m Utiliser le théoréme de transfert pour savoir si X ? admet une espérance.
EXERCI m Utiliser le théoréme de transfert puis la formule de Koenig-Huygens.

RCIC m 1 Il suffit de justifier que la série de terme général uj, est une série a
termes positifs, convergente. et dont la somme est égale a 1.

2 Penser a la série exponentielle.

IlIIIIlllIIIIlIlIIIllIllIIIIIIIIIIIIIIIlIl—lllIllIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

La variable aléatoire X admet une variance si et seulement X2 admet une espérance. C’est
equivalent d’apres le théoreme de transfert et la positivité des termes a la convergence de la
série de terme général n2 P(X = n). Pour tout entier n > 1,

4n é
n

2
RPIX = h) = ~
( ) (n+1)(n+2) +
La série de terme geénéral — diverge (série harmonique) donc par critere de comparaison de
n

séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme général n>P(X = n) diverge.
Ainsi, X n’admet pas de variance.

D’apres le théoréme de transfert, X ? admet une espérance si et seulement si la série de terme
général n? P(X = n) converge absolument ou encore, si et seulement si celle-ci converge
(par positivité des termes). On sait que pour tout réel 2 €| — 1,1/,
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Par dérivation terme a terme (sur une somme de série entiere dont le rayon de convergence
est 1), on en déduit que pour tout réel = €] — 1, 1],

2 +00
E nz" ! donc ——— = E na"
(1—2)2 o |

1—:1

De nouveau par dérivation terme a terme, on a :

r+1
5 an n—1

1-2)3

2 .1
En appliquant ce résultat pour 3 et 3 (qui appartiennent a | — 1, 1[). on en déduit par somme

que X2 admet une espérance et on a :

2-i-l l-i-l
1 9 4 2
2 % 3 3
27 2

Ainsi, comme X admet un moment d’ordre 2, X admet aussi une espérance et on a :

=55 (3 en(3) s in(3))

n=1

ce qui donne d’apres une formule précédente :

1 1 4
3 3

Finalement. d’apres la formule de Koenig-Huygens, on a :
V(X)=E(X?)-E(X)*=7-22=3

1 Lasuite (u)r> est positive. Pour tout entier & > 1.

Lo k-1_ 1 i
FTTRD T k=1 &

On en déduit par télescopage que pour tout entier n > 1,

83. Montrer qu’une variable aléatoire admet une variance et la calculer
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Ailnsi :

La série de terme général uy, est donc une série a termes positifs, convergente. de somme
égale a 1. Elle définit donc une loi de probabilité.

X admet une espérance si et seulement si la série de terme général kP(X = k)
converge absolument ce qui est équivalent a la convergence par positivité des termes.
Pour tout entier £ > 1, ona:

k(k—1)
kP(X = k) = ———=
Le terme pour k£ = 1 est nul et pour k& > 2,
EP(X = k)= -
T (k=2)!

On reconnait le terme général (translaté) d’une série exponentielle. On en déduit que
X admet une espérance et on a (en posant j = k — 2) :

+Z°° 1 f 1
- (k—2)! jZO_]!

X admet une variance si et seulement si la série de terme général k? P(X = k) converge
absolument (d’apres le théoreme de transfert) ce qui est équivalent a la convergence par
positivité des termes. Pour tout entier £ > 1. ona:

k2(k —
E2P(X =k) = %
_ (k(k—2) + 2k)(k — 1)
B k!
_kk—1)(k—-2) _k(k—1)
B k! L k!

D’apres le raisonnement précédent, on sait que :
+o00
k(k—1
PPt
k=1 h

Sik:louk:2,Mk)!(k—_2):Oetpom‘kz&ona:

k(k —1)(k — 2) 1

k! (k—3)!
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On reconnait le terme général (translaté) d’une série exponentielle. On en déduit que
c’est le terme général d’une série convergente et on a (en posant j = k — 3) :

REE-DE—~2 =2 1 = 1
Z A =zm=25=e

k=1 ’ k=3 =0

Par somme. on en déduit que X2 admet une espérance et on a :
E(X?) =e+2e=3e
D’apres la formule de Koenig-Huygens. on en déduit que :

V(X)=E(X?) - E(X)>=38%—e*=¢(3—¢€)

83. Montrer qu’une variable aléatoire admet une variance et la calculer 433
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84 D Caicuier la covariance

de deux variabies aiéatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur un espace probabilisé (€2, A, P).

Supposons que X et Y admettent une variance. Alors la variable (X — E(X))(Y —E(Y))
admet une espérance que 1’on appelle la covariance de X et Y et que I’on note Cov(X,Y).
On a de plus :

Cov(X,Y)=E(X -EX))(Y —-E(Y))) =E(XY)—-EX)E(Y)
On a la propriété (cruciale) suivante :

Supposons que X et Y admettent une variance. Si X et Y sont indépendantes alors
Cov(X,Y) = 0. La réciproque est fausse.

Que faire?

On commence souvent par déterminer la loi de XY'.
Vérifier si les variables sont indépendantes avant de commencer le moindre calcul.

© La covariance est symétrique : si X et Y admettent des variances, Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
La covariance est aussi bilinéaire.
Il peut étre utile de remarquer que Cov(X, X) = V(X).

Soient X une variable suivant une loi uniforme sur {—1,0,1} et Y = X?2. Justifier que
Cov(X,Y)=0.
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SOLUTION

Les variables X et Y sont finies donc admettent chacune une variance ce qui implique que
la covariance de X et Y existe. Remar quons que XY = XX? = X2 Or X peut prendre les
valeurs —1, 0 et 1 qui sont des nombres égaux a leur cube. Ainsi, X* = X donc XY = X.
On en déduit que :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(X) — E(X)E(Y) =0

car E(X) = 0 (X suit la loi uniforme sur {—1, 0, 1} donc son espérance est la moyenne de
ces trois nombres).

1343 Soit X et Y deux variables suivant une loi de Bernoulli de parameétre
P e]O 1[ Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si leur covariance est nulle.

, m Soit (A, i) € R’ et X (respectivement Y') une variable suivant la loi de

P01sson de parametre A (respectivement /).
On suppose que X et Y sont indépendantes et on pose S = X + Y.

1 Montrer que S suit une loi de Poisson et préciser son parametre.
2 Calculer Cov(S, X). Qu’en déduit-on ?

EXERC m Une des implications est évidente. Pour I’autre : déterminer la loi de
' XY

RCICI ::m 1 Déterminer la fonction génératrice de S.

2 Utiliser la bilinéarité de la covariance et le fait que X et Y soient
indépendantes.

: m D’apres le cours, si X et Y sont indépendantes, leur covariance est nulle.
Recxpxoquement supposons que leur covariance est nulle. Alors :

E(XY) = E(X)E(Y) = p?

84. Calculer la covariance de deux variables aléatoires
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La variable XY suit une loi de Bernoulli car elle ne peut prendre comme valeurs que 0 et 1.
Ona:

E(XY)=0P(XY =0)+1P(XY =1)=P((X = 1) N (Y = 1))

Ainsi,
P{(X = Lyriy = 1))=9" = PX =)P(Y =1) (1)

D’apres la formule des probabilités totales :
PX=0NY =1D)+P(X=1D)N(¥ =1)=P¥ =1)=p
donc
P(X=0)n(Y =1)=p-p’=(1-pp=P(X =0)P(Y =1) (2)
Le méme procédé montre que :
PHX =1)N{Y =0))=PX =1JP(Y =0) (3)

t
) P(X=0)n(Y =0)) = P(X =0)P(Y =0) (4)

Ainsi, d’apres (1), (2), (3), (4), X et Y sont indépendantes.

1 Les variables X et Y sont a valeurs dans N et sont indépendantes. On en déduit que
pour tout réel t € [—1, 1]

Gs(t) = Gx4y(t) = Gx(1)Gy (1)
Or on sait que G x (t) = X~V et Gy (t) = (=1 donc

G(t) = MEDehlt=1) = (Otm)(t=1)

La fonction génératrice d une variable aléatoire caractérise sa loi donc on en déduit que
S suit la lo1 de Poisson de parametre A + /.
2 Ona:
Cov(S,X) =Cov(X + Y, X) = Cov(X, X) + Cov(Y, X)

par bilinéarité. On sait que Cov(X,X) = V(X) = A et sachant que X et Y sont
indépendantes, Cov(Y, X') = 0. Finalement, Cov(S, X ) = A. Cette covariance est non
nulle donc on en déduit que S et X ne sont pas indépendantes.
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Caiculer 'espérance et la variance ('

t'une somme de variables aléatoires ./

Soitn > 1 et Xj...., X, des variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé

n
(©2, A, P). Onnote S,, = Z Xk
k=1

© Si Xj..... X, admettent chacune une espérance alors Sy, aussietona :
n
E(Sa) =) _ E(Xx)
k=1
© S1 Xj. ..., X,, admettent chacune une variance alors .S, aussi eton a :

V(Sn) = zn: V(X)) +2 ) Cov(Xi Xj)
k=1

1<i<j<n

ou Cov(Xj, X;) est la covariance de X; et X; (voir fiche 84).
Si les variances X7, . . .. X, sont deux a deux indépendantes, on a en particulier (toutes
les covariances sont nulles) :

V(Sn) = V(Xk)
k=1

La propriété liée a I’espérance est appelée la linéarité de I’espérance.

85. Calculer I'espérance et la variance d 'une somme de variables aléatoires
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Que faire?

Dans le cas de I’espérance, on commence par justifier que chaque variable admet une
esperance.

Dans le cas d’une variance. on commence par justifier que chaque variable admet une
variance. Il est important aussi dans ce cas de savoir si les variables sont deux a deux
indépendantes.

Ne surtout pas dire que la formule liée a la variance d’une somme de variables deux a
deux indépendantes est une propriete de linéarité (erreur de rédaction classique).

Deux jours, A et B. disposent chacun d’une piece qui a la propriété de faire Pile avec la
probabilité % pour A et p €]0, 1 pour B. Les résultats sont supposés indépendants.

A et B lancent leur piéce jusqu’a obtenir un Pile. On note X (respectivement Y') la va-
riable aléatoire égale au nombre de lancers effectués par A (respectivement 13). Déterminer
I’espérance et la variancede Z = X — Y.

SOLUTION
X suit la loi géometrique de parametre % car X donne le rang du premier succes (« obtenir
Pile » de probabilite —21;) lors de la répétition d’une infinité d’épreuves de Bernoulli iden-

tiques et indépendantes. On sait alors que X admet une espérance et une variance et on a
E(X)=2etV(X)=2.

De méme. Y suit la loi géométrique de parametre p ce qui implique que E(Y) = Il, et

V() =1z

p

Les variables X et Y ont une espérance donc Z aussi et on a par linéarite,

1
E(Z)=E(X)—-E(Y)=2- o
Les variables X et Y sont indépendantes donc X et —Y aussi. Ces deux variables ont une
variance donc Z aussieton a :
l1-p

V(Z)=V(X)+V(-Y)=V(X) +V(¥) =2+ —
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Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétre n > 1 et p €]0, 1[. En
utilisant des variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli, retrouver le fait que X admet
une esperance et une variance et retrouver les valeurs de celles-ci.

Un groupe de n étudiants (n > 1) se répartissent au hasard apres les cours dans trois salles
de permanence P;, P, et P3. On note pour i € {1,2,3}. X; la variable aléatoire égale aux

nombre d’étudiants se retrouvant dans la salle de permanence F;. Donner les lois de X1, Xo,
X3 et X1 + Xo. Déterminer ensuite la covariance de X; et Xo.

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes deéfinies sur le méme espace probabilisé et
admettant chacune une variance.

1 Montrer que pour tout reel A,
VOAX +Y) = A2V(X) + 2)\Cov(X,Y) + V(Y)

2 On suppose que X n’a pas une variance nulle. A I’aide du signe du trinome préceédent,
en deduire que : ‘
Cov(X,Y)? < V(X)V(Y)

avec égalité si et seulement si il existe deux réels A\j et As tels que Y = A\ X + A9 avec
probabilité 1.
3 Démontrer le résultat précédent quand X a une variance nulle.

Ecrire X comme une somme de variables.
74 Toutes les variables ont une loi usuelle.

1 La covariance est bilinéaire.
2 Le trinome est positif par positivité de la variance.

3 Si X aune variance nulle, X est presque-surement constante.

85. Calculer I'espérance et la variance d'une somme de variables aléatoires
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La variable X compte le nombre de succes lors de la répétition de n épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes. On peut donc écrire :

X:X1+°"+Xn.

ou les variables X; (1 < ¢ < n) sont des variables indépendantes suivant la meéme loi de
Bernoulli de parametre p. L’espérance d'une variable aléatoire suivant une telle loi est p
donc par somme. on en déduit que X admet une espérance et on a par linéariteé :

E(X)=E(X1)+ -+ E(Xy)=np

Chaque variable X; (1 < ¢ < n) admet une variance valant p(1 — p) et X1, ..., X,, sont
indépendantes donc par somme. X admet une variance etona :

V(X)=V(X1) +---+ V(Xn) = np(1 —p)

Chaque variable X; suit la loi binomiale de parametres n et -}; (elle compte le nombre de
succes « I’étudiant va dans la salle P; » lors de la répétition de n épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes). Remarquons que X + X9 = n — X3 et la variable X3 compte
le nombre de succes («1’étudiant va dans la salle P ») lors de la répétition de n épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes donc n — X3 compte le nombre d’échecs (« 1’ étudiant
ne va pas dans la salle P; ») et la probabilité d’un échec vaut 32- Ainsi. X; + X5 suit la loi

binomiale de parametres n et % On sait que :
2
V(X1 4+ X2) =n x 3 X
et on a aussi :

V(X1 + X2) =V (X1) + V(X2) + 2Cov(X1, X2)

donc ) : )
n n n
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Soit A\unréel. On a :
VIA X +Y)=V(AX)+2Cov(AX,Y)+ V(Y)

Or V(AX) = A2V (X) et la covariance est linéaire par rapport a la premiére variable
donc
VX +Y) = A2V(X) + 2XCov(X,Y) + V(Y)

On sait que la variance d’une variable est positive donc le trindme précédent est positif
pour tout réel A donc il a un discriminant négatif ou nul. Ainsi :

(2Cov(X,Y))2 —4V(X)V(Y) <0

ce qui implique que :
Cov(X,Y)? < V(X)V(Y)

L’egalité est vérifiée si et seulement le discriminant est nul donc si et seulement si le
trinome admet une racine double, c¢’est-a-dire :

N eR, V(XNX+Y)=0

Ceci est equivalent au fait que Ao X + Y soit presque-surement constante donc a 1’exis-
tence d'un réel Ay tel que \g X + Y = A9 avec probabilité 1. C’est le résultat souhaité
en posant A\; = —Ag.

Si X a une variance nulle alors est elle presque-sirement constante. On en déduit que
X = E(X) ce qui implique que :

Cov(X,Y) = B((X — E(X))(Y — E(Y)) =0

donc
Cov(X,Y)2 = V(X)V(Y)

ce qui donne le résultat.

85. Calculer I'espérance et la variance d'une somme de variables aléatoires
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et de Bienaymeé-ichebychev

Les inégalités de Markov et de Bienayme-Tchebychev permettent de majorer la probabilité
de certains évenements.

Soit X une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilité (€2, A, P).
~ Inégalité de Markov. Si X est positive et admet une espérance alors :

Ve > 0, P(XZE)S@

- Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Si X admet une variance alors :

V(X)
g2

Ve>0, P(X - E(X)|>¢)<

Que faire ?

On utilise I'inégalité de Markov quand on souhaite majorer la probabilité qu’une variable
positive soit plus grande qu'une valeur donnée.

On utilise I'inégalité de Bienayme-Tchebychev quand on souhaite majorer la probabilité
qu’une variable « s’écarte » de son espérance.

Ne pas oublier de préciser que X doit étre positive pour I’inégalité de Markov.
Dans un exercice, il est plus simple d’écrire les inégalités pour £ > 0 quelconque et faire
un choix précis pour ce réel ensuite selon le résultat demande.
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Exempie traité

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant une variance o2 (avec o > 0). Mon-

trer que :
1
Va >0, P(IX - E(X)| <a0) 21— —

SOLUTION
La variable X admet une variance donc d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. on
sait que pour tout réel £ > (. ona:

|4

—~

X)
2

P(|X - E(X)|2¢) <

m

ou encore en utilisant I’événement contraire de (| X — E(X)| > ¢) :

V(X
1- P(X - B(X)| <) < L5
ce qui se reeécrit :
V(X
P X -E(X)|<e)>1- (2 )

€
On sait que o > 0 donc pour tout réel a > 0, g > 0 et en appliquant I'inégalité précédente
avec € = a0, on obtient :

1
Pt

1
P(X - B(X)|<a0) 21— =1-

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géomeétrique de parametre 7—11
ou n est un entier supérieur ou égal a 2.

1 Montrer que P(X >n?) < 1.
2 Montrer que P(|X —n| >n) <1-1.
3 Endéduire que P(X >2n) <1 — %

m Soient X une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé
et A > 0. On suppose que exp(AX ) admet une espérance. Montrer que pour tout réel a,

P(X > a) < e E(X)

86. Utiliser les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev
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1 Utiliser I'inégalité de Markov.
2 Utiliser I'inégalité de Bienayme-Tchebychev.

3 Ecrire (|X — n| > n) comme I'union de deux événements ne dé-
pendant plus de la valeur absolue.

Commencer par justifier que les deux événements (X > a) et
(exp(AX) > exp(Aa)) sont égaux.

~ D’apres le cours X admet une espérance valant £(X) = n et une va-
riance valant :

1 Lavariable X est positive et admet une espérance donc d’apres I'inégalité de Markov
(sachant que n? > 0) :

P(X >n?) < E(f) =1
n n
2 Lavariable aléatoire admet une variance et n > 0 donc, d’apres I’inégalité de Bienaymé-
Tchebychev :
V(X) n?-n 1
— B = — > < — — [
P(|X—-n|>n)=P(|X —-EX)|>n) < 3 - 1 -

3 Remarquons que :
(IX—n|>n)= (X —n>n)U(X —n < —n) = (X > 20) U(X <0)
Or X (€©2) = N* donc (X < 0) = @. Ainsi,
(IX —n| > n) = (X > 2n)

D’apres la question précédente, on en déduit que :
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EXERCICE 86.2
Soit a € R. Sachant que A > 0, ona:
(X >a)=(AX > la)
De plus. la fonction exponentielle est strictement croissante sur R donc :
(X 2> a) = (exp(AX) > exp(Aa))

On sait que exp(AX ) admet une espérance et est positive donc d’apres 1'inégalité de Markov
(sachant que e’ > 0) :

P(X > 0) = P((exp(0X) > exp(ra) < 25

ce qui implique que :
P(X > a) < e 2E(e*X)
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Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La fonction G'y définie par

Gx(t) = E(t*) = Jf P(X = n)t"

n=0

est appelée fonction génératrice de la variable aléatoire X. La seconde égalité se déduit de
la premiere par le théoreme du transfert. Il en découle que :

La série définissant G'x a un rayon de convergence supérieur ou €gal a 1. Il y a conver-
gence normale sur [—1,1] et Gx (1) = 1.
La fonction Gx est continue sur [—1, 1] et de classe C* sur | — 1, 1|.

(n)
VneN, P(X=n)=%0

Le dernier point a pour corollaire fondamental le fait que la fonction génératrice caractérise
la loi de X.
Enfin, le résultat suivant est tres utile pour prouver que X admet une espérance et la calculer :

X aune espérance finie si, et seulement si. G x est dérivable a gauche en 1. Dans ce cas,
E(X) = lil{l G'x ().
t—>1-

- X2 aune espérance finie (donc X a une variance) si. et seulement si. G'x est deux fois
dérivable a gauche en 1. Dans ce cas, E(X?) = lililll G%(t) + E(X).
t—1—

Que faire?

Le calcul de la fonction génératrice amene souvent a des questions sur les séries entieres.
+00

Il arrive fréquemment qu’il faille reconnaitre une dérivée de 2 — ) 2" et exploiter le
n=0

+00
fait que, pour tout z €] — 1,1, " 2" = L.
n=0

Sion prouve que le rayon de convergence de G x est strictement supérieur a 1 alors 1’exis-
tence de F(X) est directe.
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Il est conseillé de connaitre les fonctions génératrices de toutes les lois au programme. En
effet, cette derniere caractérisant la loi, on peut immeédiatement conclure si on reconnait
une fonction génératrice au programme.

Les fonctions génératrices des variables aléatoires finies sont des polynomes il n’y a donc
pas de probleme de convergence.

Certains exercices ne font pas explicitement appel aux fonctions génératrices mais leur
emploi simplifie souvent la réponse. On devine qu’on peut y avoir recours lorsque les
variables aléatoires sont a valeurs dans N (finies ou non) et lorsque 1’on pose la question
de Iexistence d’une espérance.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois bi-
nomiales B(n, p) et B(m, p).

1 Donner la fonction génératrice de X.
2 Donner la fonction génératrice de X + Y. puis sa loi. - Source : TPE PC

SOLUTION
1 Comme X suit la loi B(n, p). alors, pourtoutt € R, G'x(t) = (1 — p+ tp)". En effet,
pour tout k € [0,n]. P(X =k) = (

n

k') p*(1 — p)»~* d’ou. pour tout t € R,

n n
; n G i
Gx(t) =3 POX =)k =3 () ()1 —pybe
k=0 k=0
=1 -p+tp)"
d’apres le binome de Newton. 1l est clair que, pour toutt € R. Gy (t) = (1 —p +tp)™.
2 Soitt € R. Comme X et Y sont indépendantes alors t~ et t également, et on a :

Cxyy(t) = E(t*¥Y) = E (t* xt¥)
= E(tX) x E(t")
=Gx(t) x Gy(t)
=(l-p+tp)" x (1—-p+itp)"
= (L—p+tp)""
or on reconnait la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale

de parameétres (n-+m, p), la fonction génératrice caractérisant les lois on en conclut donc
que X + Y suit laloi B(n + m, p).

87. Déterminer et utiliser une fonction génératrice
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Soit 7" une variable aléatoire telle que 7°(€2) = [0, k]. On considére k+1 variables aléatoires
(Xi)icqo,kp suivant une méme loi a valeurs dans N. On suppose que toutes ces variables
aléatoires sont mutuellement indépendantes. On définit enfin une variable aléatoire Y par

T(w)
Yiw) = Xi(w).
i=0
1 On désigne par Gy (respectivement Gy, et G'r) la fonction génératrice de Y (respec-
tivement X; et 7'). Montrer que pour toutt € R, Gy (t) = G (Gx, (1)).

Montrer que si les X; admettent une espérance alors Y aussi.

Donner sous ces hypotheses une expression de £(Y") en fonction de E(X;) etde E(T)).
O Source : D’aprées ENSAM PSI

On procede a des répétitions indépendantes d’une expérience ou seules deux issues sont
possibles : «succes» avec une probabilite p et «échec» avec une probabilité 1 — p. On ne
s’arréte que lorsqu’on obtient deux succes consécutifs et on note X le nombre d’expériences
nécessaires a I’obtention de ces deux succes consécutifs.

Montrer que, pourn € N.n >4 ona:

PX=n)=1-p)PX=n-1)+p(1—-p)P(X =n-2)

Quel est alors le nombre moyen d’expériences a effectuer ? S Source : D'aprés TPE PSI

re

m 2 On justifie de la dérivabilité de G'y en 1 et en dérivant on trouve
I’espérance de Y en fonction de celles de 7" et de X.

m On montre que la suite (P(X = n)),,-, est une suite récurrente linéaire
d’ordre 2 en conditionnant par le résultat du premier lancer. En rempla-
cant son expression dans la série génératrice de X, on montre que G'x
verifie une identité qui permet de la calculer. On vérifie alors que G'x
est dérivable en 1 et on en déduit E(X).
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1 Onnote tout d’abord que Y (2) = N. Soit n € N, la famille ([7" = j]) je[o,k) forme un
systeme complet d’événements, on applique donc la formule des probabilites totales :

k
PY =a)=Y P(¥ =a]n[r= i)
j=0

en utilisant maintenant I'indépendance mutuelle des (X );cqo.4]

P(Y:n):zkjp(lixk:n] ﬂ[T:j]) zkjp(

j=0 k=0 j=0 k=
k 3
:ZP (ZX1‘=R> Pl =17)
j=0 i=0

Dés lors, pour toutt €] — 1,1, ona:

t)—fiP(ZX_n> = j)"

n=0 j=0 =0

Comme, pour tout j € [0, k]. < [t|" et que t est un

P(iXi:n>P(T:j)t"'

élément de |0, 1[ alors, les séries a termes positifs ) P Z Xi=n]|PT'=jHt"

n=0 i=0
convergent absolument donc leur somme est convergente et on peut intervertir les deux
sommes dans [’expression de G'y. Par suite :

ifP(ZX_n) = e

7=0n=0 =0

:JZL;P( —]);)P(ZX —n> t"

+00 J J
La somme ) P (Z Xi= n) t" est en fait la fonction génératrice de »_ X; d’ou,
n=0 \i=0 i=0

87. Déterminer et utiliser une fonction génératrice
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par mutuelle indépendance des (X;) ic[04] -

+o00 [ & x, j j i
Z P (Z Xy= -n) t" = F [ ti=0 =8 (H tx") = HE (t%) = HGx,-(t)
i=0 i=0 i=0

n=>0 i=0
= (Gx, ()

car toutes les variables aléatoires JX; suivent la méme loi et ont donc la méme fonction
génératrice. Par suite,

k
Gy(t)=> P(T =j)(Gx,(t))
j=0

et on reconnait alors la fonction génératrice de 7". Finalement, pour tout ¢ €] — 1, 1],

Gy(t) = Gr (Gx,(t))

2 La variable aléatoire 7" étant finie, sa fonction génératrice est un polynome donc deéri-

vable en G'x, (1) = 1. Par hypothese, les X; possedent une espérance donc Gy, est
dérivable en 1. En conséquence, Gy est dérivable en 1 en tant que composée de fonc-
tions dérivables en 1 donc Y possede une espérance.

3 En dérivant une composée de fonctions dérivables il vient :

7y (1) = Gr (Gx, (1)) x G, (1) = G7(1) x G, (1) = E(T) x E(X))

On pose X la variable aléatoire comptant le nombre d’expériences pour obtenir un succes,
onaX(Q)={neN, n=>2}

Soit n > 2. L’ensemble des éléments de (X = n) peut s’identifier avec celui des listes de
longueurs n constituées de 0 (échec de I’expérience) et de 1 (succes) se terminant par deux
1 consécutifs : chaque 1 autre que I’avant dernier étant nécessairement suivi d’un 0 compte
tenu de la définition de X. On a :

I’événement (X = 2) ne contient qu’un élément (1, 1) qui a pour probabilité p?.
I’événement (X = 3) ne contient qu’un élément (0, 1, 1) qui a pour probabilité (1 —p)p?.
Sin > 4. on définit la variable aléatoire S; qui vaut 1 si la premiere expérience est un

succes et 0 sinon. I est clair que les ensembles (S7 = 0) et (S = 1) forment un systéme
complet d’événements, des lors. d’apres la formule des probabilités totales,

P(X =n) = P(X =n] 8 =1)P(8; = 1)+ P{X =n| 8= 0)P{8s; =0)

Si le premier résultat est un 0, il peut étre indifféeremment suivi d'un 0 ou d’un 1 et le
reste de la liste est un élément de (X = n — 1). En revanche, si le premier résultat est
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un 1 alors il doit nécessairement étre suivi d’'un 0 et le reste de la liste est un élément de
(X = n — 2). On en déduit la relation de récurrence :

PX=n)=(1-pP(X=n—-1)+p(1—-p)P(X =n-2)

En notant G x la fonction génératrice de X, pour [t/ < lona
+00
- Z P(X =
n=2
+00
=P(X =2)? + P(X =3)t® + Z P(X =

=p?t2 + p2(1 — p)t* + tQZP =n+2)t

=p%t? + p*(1 — p)t® + 1* Z (1 -p)P(X =n+ 1)t"+p(1 — p)P(X = n)t")
n=2

=p’t? + p*>(1 — ZP n)t" +p(1—p tQZP n)t"
=2

en ré-indicant la premiere des deux sommes. Finalement G x (t) vérifie
Gx(t) = p°t* + p*(1 = p)t° + (1 = Pt(Gx (t) — p°t*) + p(1 — p)Gx(1)
soit :
(1= (1 =p)t—p(1 —p)t?) Gx(t) = p**

D’une part, le polynome d(t) = 1 — (1 — p)t — p(1 — p)t? est positif entre ses racines,
notées ry et ra (avec el < rg) car le coefficient de ¢ est négatif. D’autre part, comme
d(—1) =1+ (1 —p)?etd(1) = p? ona [—1,1] C|ry, ro[. Ainsi, pour tout t € [—1,1]
(au moins), on a :

Gx(t) =

1-(1-p)t—p1-p)
En particulier, G x est dérivable au point £ = 1, X admet donc une espérance finie et

B(X)=6%1) = ‘—;.,E

87. Déterminer et utiliser une fonction génératrice
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Résoudre un systeme a
différentiel linéaire homogene v 88

Dans cette fiche, K désigne R ou C.

Un systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants est de la forme
X/=AX

ou X est fonction de classe C! définie sur un intervalle I a valeurs dans K" et A une
matrice de M, (K).

Que faire?

Dans le cas ou la matrice A est diagonale, le systéme différentiel se ramene a n équations
différentielles linéaires homogenes scalaires.

EXEMPLE1 On considere la matrice A = x 2 ) et on pose X = ( % ) Pour re-

0 2 )

soudre le systeme X’ = AX il suffit de résoudre I’équation 2f = 2 puis I’équation
xh = 2x9. On en déduit que les solutions sont de la forme

X /\16t
X:t— ( A2€2t )

Dans le cas général, on va diagonaliser ou trigonaliser la matrice A pour se ramener au
cas préceédent via un changement de base. Précisément, soit P une matrice inversible telle
que A = P~1 AP soit diagonale (ou triangulaire supérieure). On a alors

X'=AX < X'=PAP'X < P 'X'=AP'X
Comme A est constante, P aussi, de ce fait, en posant Y = P~1X on est ramené a

résoudre le systeme Y/ = AY". On trouve finalement les solutions du systéme en calculant
X =PY.
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Dans la méthode de changement de base exposée ci-dessus, il n’est pas nécessaire de
calculer P—1.

On peut aussi utiliser les exponentielles de matrices. En effet, d’apres le cours. les solu-
tions du systeme X’ = AX sont les fonctions de la forme

X :t—exp(tA)A

ou A est une constante appartenant a M,,; (K). Voir fiche 91.

-

On veut résoudre le systeme différentiel
W/ > > Qm
21,,1 To + 13 — 31
(S): Hy = o3 + 21 — 329
23 = Zi+23—30s

I

-3 1 1
1 Diagonaliser la matrice A = I =3 1 |.On précisera une matrice P telle

que A = P~' AP soit diagonale.
Résoudre le systéme différentiel Y’ = AY'.
En déduire les solutions du systéme (.5).

SOLUTION

1 On commence par chercher les valeurs propres de la matrice A. Pour cela on calcule
son polynome caractéristique :

X+3 -1 -1
XA = -1 X4+3 -1
-1 -1 X+3

En réalisant les opérations Ly <— Lg — Lo puis C3 < C3 + Cs qui ne modifient pas le
déterminant, on obtient

X+3 -1 —2
0 -X -4 0

En développant selon la derniere ligne on obtient finalement
Xa=(X+4)(X2+5X +4) = (X +1)(X +4)°

On en déduit que les valeurs propres de A sont —1 et —4. On cherche alors les vecteurs
propres.
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=2 1 1
OnaA+1I = 1 —2 1 . Il est clair que cette matrice est de rang 2 et que
1
1
le vecteure; = | 1 | est dans son noyau. Le sous-espace propre de A associé a la
1
valeur propre —1 est la droite vectorielle engendrée par e;.
1 1 1
Ona A+41 = 1 1 1 |.]II est clair que cette matrice est de rang 1 et que
i [ T |
1 1
les vecteurs e9 = —1 et ey = 0 sont dans son noyau. Le sous-espace
0 -1
propre de A associé a la valeur propre —4 est le plan vectoriel engendré par e; et e3.
P 1 1
Onposealors P=| 1 —1 0 |.Il découle de ce qui précede que
1 0 -1
-1 0 0
PlAP=| 0 -4 0
0 0 -4
L1
Onpose Y = | 2 |.On veut résoudre le systéme différentiel Y’ = AY". On est
Y3

ramene aux trois eéquations différentielles scalaires :

/

i = —Y1, Yo = —4dyo, yj = —4ys
Finalement Y est de la forme

et
Yitid | dge®
/\36—4t

ou (/\1 ., A9, /\3) eR3
Soit X une fonction de classe C' définie sur R et a valeurs dans M3 ;(R). On a

X' =AX < X'=PAP'X «— P X'=AP'X < Y' =AY

en posant Y = P~!X. On en déduit que les solutions du systéme différentiel (.S) sont
les fonctions de la forme X = PY, soit :

1 1 1 et Aet 4+ (Ao + Ag)e ¥
Xt | 1 =1 0 Aoe™ ¥ | = et — doe™ ¥
1 0 -1 Aze~4t Nt Jap

88. Résoudre un systeme différentiel linéaire homogéne a coefficients constants
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On veut résoudre le systeme différentiel

a’.:l = 321+ 229 — 223
(S): Ty = —x] + T3
r3 = X1+ 22
3 2 2
Onpose A= -1 0 1
i 3 0

1 Déterminer une matrice P telle que P! AP soit de la forme . On notera

OSQ =
o= O
— % ¥

T'=PLAP.
Résoudre le systéme différentiel (S") : Y/ = TY.
En déduire les solutions du systéme (S5).

: 1'T-ﬁ5' 1 Commencer en cherchant les valeurs propres et les sous-espaces

propres.
Y1

2 EnposantY = y2 | . déterminer d’abord 3.
Y3

LU LR RN s.llll..s ‘.s ‘l"clc.s CLLLRR R LR LRLRRd]]

1 On commence par chercher les valeurs propres de la matrice A. Pour cela on calcule
son polynome caractéristique :

X-3 -2 2
XA: 1 X —1
-1 -1 X

Comme dans I’exemple traité, on peut faire les opérations L3 <— L3 + Lo puis
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('3 + C3 — Cy qui ne modifient pas le déterminant. On obtient. en développant selon
la derniere ligne

X—-3 ~2 1

NA = 1 X X |=X—-1)5%-2X+1=[X 1)
0 X-1 0

On en déduit que la seule valeur propre de A est 1. On cherche alors les vecteurs propres.

2 2 -2

OnaA-I=| -1 -1 1 . Il est clair que cette matrice est de rang 1 et que les
1 1 -1
1 1

vectewrse; = | —1 | eteo = | 0 | sont dans son noyau. Le sous-espace propre
0 1

de A associé¢ a la valeur propre 1 est le plan vectoriel engendrée par e; et es.
En particulier A n’est pas diagonalisable. On va alors la trigonaliser. On complete
la famille (e, e2) en une base en choisissant un vecteur es qui n’appartient pas a

1 | T V. |
Vect(ey,es). Posons,e3 = | 0 | etdoncP=| —1 0 0
0 0 1 0

1 0 «
Il découle de ce qui précéde que T = P !AP estdelaforme [ 0 1 3 | (le

0 0 1
coefficient 1 en bas a droite venant par exemple du fait que la trace d’une matrice
est invariable par changement de base). Pour déterminer «v et 3 il reste a décomposer
Aez — e3 dans la base (e1,€2). On a

3 1 2
Aes —e3 = —1 — 0 = -1 =ei +e»
1 0 1
Finalement
1 01
T'=§8 1 1
0 0 1
n
On pose ¥ = y2 |. On veut résoudre le systeme différentiel Y/ = AY c’est-a-
Y3
dire :
Yy = n+us
Yo = Yo2+u3
y{; = Y3

On commence en résolvant la troisieme équation et on obtient que la fonction y3 est de
la forme y3 : t — Aze’.
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On résout alors 1’équation (E2) : v, = y2 + Azel. On cherche des solutions de la forme
Yo : t— (at + B)et.

yo vérifie (E2) <= Vi€ R, ae' + (at + ‘B)el = (at + 5)et + Azél

< VteR, ae" = \ze
= a= A3

On en déduit que y, doit étre de la forme ¢ — (A3t + Ao)et.

On procede de meéme pour la premiere équation du systeme et on obtient finalement
que les solutions Y du systéme (S”) sont de la forme

(Ast + Ap)et
Y :t— ()\3t -+ Ag)et
/\3et

ou ()\1, A9, /\3) € R3.
Soit X une fonction de classe C! définie sur R et a valeurs dans M3z 1(R).Ona

X' =AX < X'=PAP'X «— P 'X'=AP'X «— Y' =AY

en posant Y = P~1 X On en déduit que les solutions du systéme différentiel (.S) sont
les fonctions de la forme X = PY soit :

3 1 1 (/\;3t + /\l)et (2)\3t + A1+ Ao+ )\3)€L
X:t— -1 0 0 (Ast + /\Q)et = (—Agt — /\1)€L
0 1 0 /\3(’.t (Ast + /\2)6‘
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Résoudre une équation différentielie
linéaire scaiaire d'ordre 2 a 'aide ;/

Dans cette fiche, K désigne R ou C.

Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 est une eéquation de la forme

y'(z) + a1(2)y' (2) + ao(z)y(z) = b(z) (E)
ou ag. a; et b sont des fonctions continues sur un intervalle I et a valeurs dans K.
: Yy . 0 1 . 0

Enposant Y : 2 — o ),A T ( —aolz) —ai(a) ) etB:x— ( b(z) ),

I’équation (E) est équivalente au systeme différentiel d’ordre 1 :
Y'=AY +B

Le théoreme de Cauchy linéaire affirme que 1’ensemble des solutions sur I de I’équa-
tion (E) est un espace affine de dimension 2. Plus précisément, Si on note

Y'(z) + a1(2)y'(z) + ao(2)y(z) =0 (H)

I’équation homogene associce.

— L’ensemble des solutions définies sur I de (H). noté Sy, est un espace vectoriel
de dimension 2.

— L’équation (E) a des solutions définies sur [ et. si yg est une telle solution alors
I’ensemble des solutions de (E) est de la forme

Sp={vo+h, heSy}

Que faire?
On considere une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 :
y'(@) + a1(2)y/(z) + ao(@)y(z) = b(z) (E)

89. Résoudre une équation différentielle linéaire scalaire dordre 2 a I'aide d‘une variation des constantes 461



462

On va supposer que 1’on connait un systeme fondamental des solutions de 1’équation homo-
géne, c’est-a-dire une base (u, v) de ’ensemble Sy des solutions de 1’équation homogeéne
associée

y'(2) + a1(2)y'(z) + ao(x)y(z) = 0 (H)

On veut alors trouver une solution particuliere de (E) pour déterminer totalement 1’en-
semble S des solutions de I’équation (E). On va appliquer la méthode de la variation de la
constante.

On cherche une solution particuliere sous la forme

Yo : & — ANz)u(z) + p(z)v(x)

en imposant que \'u+ /v = 0. De ce fait. y{, = M/ +pv’ ety = N/ + A u” + p'v' + p”.
En faisant les calculs :

yo vérifie (E) <= Nu' + M + /v + " + ay (W 4+ ') 4+ ag(Mu + pv) = b
= MU'+ a4+ apu) + p(v" + a1’ + agv) + N/ + p/v' = b

Comme. ©” + aju’ + agu = 0 et v” + a1v’' + agv = 0,

Nu+pv = 0
N+ p'

l
SH

yo verifie (E) < {

Il ne reste plus qu’a résoudre ce systeme (on a, pour chaque 2 dans 7, un systeme de Cramer
du fait que (u,v) est une base de Sy) afin de déterminer les fonctions \’ et y/ et ensuite
intégrer pour déterminer une solution particuliere.

La condition que I’on impose aux coefficients que 1’on cherche est naturelle quand on
ecrit la variation de la constante pour le systeme différentiel d’ordre 1 associé.

Quand on mene les calculs, il est préférable d’appeler les fonctions qui forment la base
de I'ensemble des solutions de I'équation homogene par des lettres et les remplacer par
leur valeur le plus tard possible.

On veut résoudre sur R 1’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 suivante

y"(x) + y(x) = cos(z) (E)
On cherche les solutions a valeurs réelles.

1 Déterminer une base (u,v) de I’ensemble des solutions de I’équation homogene asso-
ciee.
2 Déterminer une solution particuliere de (E) et résoudre 1’équation (E)
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SOLUTION

L’équation homogene associée est

y'(2) +y(x) =0 (H)

C’est une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a coefficients constants. Son
équation caractéristique associée est X2 + 1 = 0 dont les solutions sont +i. On en
déduit que

Sy = {x + Acos(z) + psin(z) , (\, u) € R?}
On peut donc poser u : x +— cos(z) et v : 2 + sin(2) comme base de I’ensemble des
solutions de (H).
On cherche une solution particuliére yg a (E) de la forme yg : 2 — A(2)u(z)+p(z)v(x)
ou A et u sont des fonctions au moins deux fois dérivables définies sur R et a valeurs
dans R. On impose de plus que N'u + p'v = 0.

On a alors y(, = A\u' + pv' ety = N/ + A + p/'v" + pv” et donce

yo vérifie (F) <= Vz e R,yj(x) + yo(x) = cos(z)
& VzeRN(2)d(z)+ 1 (z)V(z) = cos(z)

A 2 fixé, on veut donc résoudre le systeme

{ u(z)N(z) +v(x)'(z) = 0
w(x)N(z) + v (2)p(2) = cos(x)
Il peut aussi s’écrire
{ cos(z)N(z) +sin(z)p/(z) = 0
—sin(2) N (2) + cos(z)p/(z) = cos(x)

—sin(z) cos(x) W ()

0 ;
. En remarquant que ( est une matrice
cos(z)

: Al e
Matriciellement, en posant Q(z) = ( cas(z) sin(z) ) et Z(z) = ( X(z) )
on obtient I’écriture Q(z)Z(z) =

; ; A 0
orthogonale, on peut résoudre simplement le systeme : Z = QT (x) ( cos(z) )

On obtient dés lors :

7 — ( cos(z) —sin(z) ) ( 0 ) _ ( —sin(x) cos(x) )
sin(z)  cos(z) cos(z) cos?(z)
On pouvait aussi résoudre le systeme par combinaisons.
Il reste alors a intégrer pour trouver que I’on peut prendre A : z +— %cosQ(m). De
méme, en utilisant que cos?(x) = —;-(cos(Q:r) + 1) on voit que ’on peut prendre
[T i(Qm—}-sin(‘Z.T)).

89. Résoudre une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a I'aide d'une variation des constantes
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Cela permet d’obtenir, en remplagant sin(22) par 2 cos(2) sin(2) et en simplifiant, que

1 1 1
Yo: T g cos®(z) + 1(21' + sin(22)) sin(z) = 3% sin(z) + 3 cos(z)

est une solution de (E) et que finalement

Sg = {1 — %a sin(z) + acos(z) + Bsin(z) , (a,fB) € R2}

On veut résoudre sur I =0, 7[ I’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 suivante

y"(x) + y(x) = cotan(x) (E)

On cherche les solutions a valeurs réelles.
1 Déterminer une base (u, v) de I’ensemble des solutions de 1’équation homogene asso-
ciée.

Déterminer sur I une primitive de 6 : 2 — <= °°5 x

en posant t = cos .
Déterminer une solution particuliere de (E) et 1esoud1e I’équation (E).

Pour vous aider 3 démarrer

“FLEN 1 L’équation homogéne associée est a coefficients constants.

2 On fera attention a bien justifier le changement de variable utilisé
et a specifier les intervalles d’intégration.

3 Utiliser la methode exposée ci-dessus.

CLLLRR LR R RN RRl)] s.llll..s ‘.s ‘l.'c|c.s TR nnnnnnnnnnnnnnnnmmm

1 L’équation homogene associée est

y'(x) +y(x) =0 (H)

C’est une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a coefficients constants. Son
équation caractéristique associée est X2+ 1 = 0. Les racines sont i et —i. On en déduit
que

Sy = {x — Acos(z) + pusin(z) , (A, ) € R?}
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On peut donc poser u : x +— cos(z) et v : 2 + sin(2) comme base de I’ensemble des
solutions de (H).

X 2
- cos“x — i
On veut calculer une primitive X / ——dax définie sur I'intervalle I =0, 7|.
sin
On pose t = cos x qui est de classe C! sur R. Dés lors. en écrivant dt = — sin zdx on

obtient

X cos? X cos? zsina
d.'l? = —d(l?

sin 2 sin?

X cos? xsinx
= —2d1'
1 —cos?x

cos X 42
= —=dt
/ 1— 2

1 cos X 1 1
= COSX—§/ (E-’-l—-l-tdt)

1 1+4+cos X
= X —=pll————
cos (l—cosX)

On cherche une solution particuliére yg a (E) de la forme y : 2 — A(2)u(2)+p(2)v(2)
ou A et p sont des fonctions au moins deux fois dérivables définies de I dans R. On
impose de plus que N'u + p'v = 0.

On aalors y) = A/ + pv’ et y§ = N’ + A" + p'v’ + pv” et donce

yo vérifie (E) <= Vz € R,y)(2) + yo(z) = cotan(z)
& VzeRN(x)d(z)+ 1/ (z)v'(x) = cotan(z)

A 2 fixé. on veut donc résoudre le systeme

{ w(z)N (2) + v(z)f (x)
u ()N (z) + ' (2) (2)

0
cotan()

I1 peut aussi s’écrire

{ cos(z) N () + sin(z) i/ ()
—sin(z) N (x) + cos(z) /()

0
cotan(x)

. : m
Matriciellement, en posant Q(x) = ( o s )et o) = < 2 fo) ),on

—sin(x) cos(x) W ()
obtient I’écriture Q(2)Z(z) = ( cota?l () J- En remarquant que () est une matrice

89. Résoudre une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a I'aide d'une variation des constantes
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0

orthogonale, on peut résoudre simplement le systéme : Z = Q7 () ( St

obtient donc :

- (o e ) (3 )= ()

Il reste alors a intégrer pour trouver que 1’on peut prendre A : 2 — — sin(2)
De meéme, en utilisant la question précédente on voit que 1’on peut prendre

L:X+—>COST 1ln 1+4080
g - B 1 —cosx

Cela permet d’obtenir que

Yo : @ — —cos(z)sin(x) + ( cosx — 1111 s sin
o =2 ' ' 2 1 —cosx '

Apres simplification on obtient

1 l4+cosz .
Y:x—>——In|{ — )sinz
2 1—coszx

Finalement

)

1 1 x
Sp= {ar — —=In (ﬂ) sinz + acos(z) + Bsin(x) , (a,B) € Rg}

2 1—cosz
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Résoudre une équation différentielie q -
linéaire scaiaire d'ordre 2 ‘./

by e - - =
a l'aide d'une indication

Dans cette fiche, K désigne R ou C.

Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 est une équation de la forme

y'(z) + a1(2)y (2) + ao(z)y(2) = b(x) (E)
ou ag. a; et b sont des fonctions continues sur un intervalle / et a valeurs dans K.
: Yy . 0 1 : 0

EnposantY : 2 — o ),A 1T ( —ag(z) —ay(z) ) etB:xw— ( b(z) ),

I’équation (E) est équivalente au systeme différentiel d’ordre 1 :
Y'=AY +B

Le théoreme de Cauchy linéaire affirme que 1’ensemble des solutions sur I de I’équa-
tion (E) est un espace affine de dimension 2. Plus précisément. Si on note

y'(z) + a1(2)y' () + ao(2)y(z) =0 (H)

I’équation homogene associce.

— L’ensemble des solutions définies sur / de (H). noté Sy, est un espace vectoriel
de dimension 2.

— L’équation (E) a des solutions deéfinies sur [ et. si y est une telle solution alors
I’ensemble des solutions de (E) est de la forme

SEZ{yo-I-h,hESH}

Que faire?

I1n’y a pas de méthode générale a connaitre pour résoudre une équation différentielle linéaire
scalaire d’ordre 2. Il faut suivre les indications de 1’énonce.

Le plus souvent, la méthode consiste a déterminer une solution particuliere y, (par exemple
en cherchant une solution développable en série entiere - fiche 66) puis a chercher les so-
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lutions de 1’équation sous la forme y : x + 2(2)y,(z). Cela s’appelle un changement de
fonction inconnue.

Il arrive que 1’on fasse un changement de variables. Cela revient a poser x = wu(t). On
détermine alors une équation différentielle (F) telle que t — 2(t) = y(u(t)) vérifie (F) si et
seulement si z — y(z) vérifie (E).

I1 ne faut pas confondre le changement de fonction inconnue avec le changement de va-
riables.

I faut faire attention a bien vérifier que 1’on obtient toutes les solutions de 1’équation
différentielle et uniquement les solutions cherchées. I1 faut donc au choix. raisonner par
équivalence ou mettre en place un raisonnement par analyse-synthese rigoureux.

On veut résoudre sur I = |0, +oo[ I'équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 sui-
vante

22y (2) — z(z + 2)y(2) + (2 + 2)y(z) = 2(z + 1) (E)
On cherche les solutions a valeurs réelles.

1 Déterminer une solution évidente y, de I’équation homogene associée :
22y (2) — 2(z + 2)y'(z) + (2 + 2y(z) =0 (H)

On vérifiera que ¥, ne s’annule pas sur |0, +o0.

2 Soit y une fonction de classe C? définie sur |0, +o00[, on pose y : 2 +— 2(2)y,(x).
Déterminer une équation différentielle (F) telle que 2’ vérifie (F) si et seulement si y
verifie (E).

3 Résoudre (F). On pourra, apres avoir résolu I’équation homogene associée, chercher
une solution simple de la forme x — 27 avec v € Z.

4 En déduire les solutions de (E).

SOLUTION
1 Il est clair que yp : x > x vérifie
2%y’ (z) — 2(x +2)y'(2) + (x + 2)y(2) = 0 (H)

car y,, : @ — letyy : 2 = 0. De plus, cette fonction ne s’annule pas sur |0, +o0].

2 Soit y une fonction de classe C? définie sur |0, +oc|, on pose y : 2 + z(2)y,(z). On
aalors ¥ : 2 — 22'(2) + 2(2) et ¥ : 2 — 22"(x) + 22/(x). En réinjectant dans
I’équation (E) on obtient
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y verifie () <= Va eI, 2%y"(2) —2z(z+2)y'(2) + (2 +2)y(z) = z(z + 1)
= Vel 23" (z)+ 222 (2) — z(x + 2) (22 (z) + 2(z)) +
(2 +2)zz(z) = 2(x+ 1)
— Vzelz*"(z)+ (22% - 2% (x+2))2(z) = z(z +1)
< Vzel?'(z)-2(z)= T:;l

On a montré que y vérifiait (E) si et seulement si 2’ vérifiait (F) ou :

y'(@) —y(2) = — (F)

L’équation (F) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Son équation homogene
associée ' — y = 0 a pour solutions les fonctions de la forme 2 — ae” ou a € R. On

S
remarque de plus que z — — veérifie (F) et donc

Spﬂ:{wr—)aez—l,aeR}

@
Les fonctions = telles que 2’ vérifie (F) sont donc les fonctions de la forme
x— ae® —In(z) + 3

ou (o, 3) € R2.
On en déduit

Sg = {z — aze”™ —zIn(z) + Bz, (o, B) € RQ}

On veut résoudre sur I =0, +o00[ I’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 suivante

2y (z) + 2y (z) — dy(z) = 42” (E)

On cherche les solutions a valeurs réelles.

On veut effectuer le changement de variable 2z = e'. Soit y une fonction de classe C? définie
sur I vérifiant (E). On pose 2 : t — y(e') définie sur R.

On a donc pour tout 2 € I, y(z) = 2(Inz).

90. Résoudre une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a I'aide d’une indication
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1 a. Exprimer les dérivées successives de y en fonctions de celles de z.
b. En déduire que 2 vérifie I’équation

2"(t) — 42(t) = 4e* (F)

2 Résoudre I’équation (F)
3 En déduire les solutions de (E)

7”[{;"5ﬁm 1 Commencer en posant y(z) = z(Inz) et utiliser les formules de
deérivation d’une composeée.

2 Reésoudre I'équation homogene associée puis chercher une solution
particuliere.

3 On prendra garde a s assurer que 1’on n’obtient que les solutions de
I’équation (E).

IllllIIIIIlllllllllllllllllllIIIIIIIIIIIII_lllIIlIlIIIIIIIIlIIIIlIIlIIIIlIIIIllllllll
: Y =
N’ \,"‘“ : :m

1
1 a. Onposepour z € I, y(x) = z(Inz). En dérivant on obtient y'(2) = ;z’ (Inx)
1 1
? ”T:——-_,,l . '—"..”11?.
puis ¥ () 1727(111)-1—:1‘27 (Inz)

b. Comme y vérifie (E), on a, pour 2 € I :
2y" (2) + 2y (z) — 4y(z) = 422
En remplagant 2%y (x) par —2/(z) + 2" (Inz) et 2/ (2) par 2’(Inz), on obtient :
Z"(Inz) — 42(Inz) = 422

En posant 2 = e’ (avec t € R) on en déduit que 2 vérifie I’équation (F).
2 L’équation homogene associée est

Z'(t) —42(t) =0 (H)

C’est une equation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene a coefficients constants.
L’équation caractéristique est X2 — 4 qui a pour solutions 2 et —2. On obtient

Sp = {t— ae® + Be ", (o, B) € R?}
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On cherche maintenant une solution particuliere de (F). Comme le second membre de
I’équation est ¢ + 4e! et que 2 est une racine de I’équation caractéristique, on va
chercher cette solution sous la forme f : t — yte?t.

Ses dérivées sont f/ : t + (2t + 1)ve2t et f” : t s (4t + 4)ye?'. De ce fait, f vérifie
(F) si et seulement si y = 1. On en déduit que

Sp={t— (t+a)e* +pe®, (o, 8) € R?}

En refaisant le changement de variables dans I’autre sens. on obtient que si y est une
solution de (E), alors il existe des réels a, /3 tels que

y:z— (Inz+a)2? + ;—32
Réciproquement, on peut aisément veérifier que toutes ces fonctions sont effectivement
des solutions de 1’équation (E).

On peut aussi voir que quitte a diviser par 22, (E) est une équation différentielle linéaire
résolue d’ordre 2 a coefficients continus sur /. le théoreme de Cauchy linéaire nous
assure que l’ensemble de ses solutions est un sous-espace affine de dimension 2 et
donc, toutes les solutions trouvées sont effectivement des solutions de (E).

90. Résoudre une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a I'aide d’une indication
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m\g Caiculer I'exponentielie ’'une matrice

"4

Dans cette fiche, K désigne R ou C.

- Soit A € M,(K). La série ) -’,:Tk converge absolument. On appelle exponentielle de
A et on note exp(A) sa somme :

400 4k
7; 3

exp(4) =) o1
k=0

Si A et B sont deux matrices de M,,(K) qui commutent alors

exp(A + B) = exp(A) exp(B)

A0 - 0
Si A est une matrice diagonale : A = D alors
0 0 M
e 0 0
exp(A) = 0
: B
0 0 e
Que faire ?

- Dans la majorité des cas, pour calculer I’exponentielle d’une matrice A, on peut chercher
a diagonaliser. Précisément, s’il existe une matrice inversible P telle que A = P~'AP
soit diagonale. On a alors

exp(A) = exp(PAP™!) = Pexp(A)P!
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La deuxiéme égalité provient du fait que pour tout entier V.

N

Zl PAP-! lPAkP—l =P ZA—k p1
—~ k! e~ k! m k!

Il ne reste plus qu’a faire tendre N vers +oc et a utiliser que M +— PM P~! est continue.
Cela permet de calculer exp(A) car I’exponentielle d’une matrice diagonale se calcule
directement.

Cette methode peut aussi s’utiliser quand la matrice A est simplement trigonalisable.

On peut aussi décomposer la matrice A dont on veut calculer I’exponentielle sous la forme
A= M + N avec MN = NM. Dans ce cas, on ramene le calcul de exp(A) au calcul
de exp(M ) et exp(NN).

Le calcul de I’exponentielle d’une matrice est souvent un calcul assez long. I1 faut des
le début se demander si on a vraiment besoin de calculer I’exponentielle et, dans ce cas,
réfléchir a la meéthode qui semble le plus rapide.

Dans le cas ou la matrice A est nilpotente, I’exponentielle de A se calcule plus facilement.
En notant d I’indice de nilpotence de A,

, | |
5 - k
exp(A4) = HA
k=0
Exempie traité

-1 1

Soit A = ( e ) On veut calculer exp(A).

1

2

Déterminer le polynome caractéristique de A et en déduire que A n’est pas diagonali-
sable.

a. Onpose P = ( 1 1

h. Calculer exp(7’) et en déduire exp(A).

10 ) Déterminer 7' = P~ 1 AP.

Justifier que N = A — 215 est une matrice nilpotente.
b. Retrouver la valeur de exp(A) en écrivant A = 2] + N.
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SOLUTION

Calculons le polynome caractéristique,

X—3 =
XA(X):‘ 1 X-l}:x2—4x+4:(x—2)2

On en déduit que A admet 2 pour unique valeur propre. Comme A # 21/ elle n’est pas
diagonalisable.

a. Sionposee; = ( __11 ) et ep = ( (1) ) on obtient

A61:<_22):261etAe-2:<i):el+282

La famille (e1, e2) est une base de M 1 (R) donc. d’apres la formule du changement
2 1
i _
de base, T' =P AP'= ( 0 9 )

b. En écrivant M = ( 8 (1) ) on obtient que 7' = 2[5 + M et comme [5 et M

commutent, exp(7") = exp(2[3) exp(M).
Maintenant, comme M? = 0, exp(M) = Iy + M. Finalement,

)= (G &)

I1 ne reste plus qu’a faire le changement de base :

exp(A) = Pexp(T)P™!
_(1 o)(e? e2)<10)
- -1 1 0 €2 1 1
- 22 2
- (% %)

a. D’apreés le théoreme de Cayley-Hamilton, y 4(A) = 0. Cela implique que N2 = 0.
On peut aussi faire le calcul explicitement.

b. Ona A=2I,+ N.Or Iy et N commutent donc

- 2e2 e2
exp(A) = exp(2L) exp(N) = e*(I + N) = ( "2 B )
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| ol =
\ " -

1 -2 2
Soit A= | 3 —4 2 |.On veut calculer exp(A).
1 -1 0

1 Justifier que A est diagonalisable et déterminer une matrice inversible P telle que la
matrice A = P~! AP soit diagonale.

2 Calculer exp(A).

Soit A une matrice de M,, (K) ayant n valeurs propres distinctes. On consideére une matrice
P, inversible. telle que P 1AP = A soit diagonale et on note Ay,..., A, les coefficients
diagonaux de A.

1 Justifier qu’il existe un polynome () tel que pour tout entier 7 compris entre 1 et 7,
Q) = e
Montrer que Q(A) = exp(A) puis montrer que Q(A) = PQ(A)P~1.
Retrouver avec cette méthode la valeur de exp(A) ou A est la matrice de I’exercice 1.

Pour vous aider a démarrer
' **m 1 Commencer en calculant le polynome caractéristique x 4

2 Calculer exp(A) puis effectuer le changement de base.

[EXER! 7"L'{f'j5j 1 Penser au polynome d’interpolation de Lagrange.
2 Vérifier que Q(A) = exp(A).

11 suffit d’utiliser ce qui précede car A admet 3 valeurs propres dis-
tinctes.

AERRERRRR e nenenm . . ' . BERRRRRRE R e nnnnnnnmmm

1 On calcule le polynome caractéristique x 4 de la matrice A :
X-1 2 -2

xa=| -8 X+4 -2 |=X34+3X%12X=X(X+1)(X+2)
5 1 X

91. Calculer I'exponentielle d 'une matrice
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La matrice A a trois valeurs propres distinctes : 0, —1 et —2. Elle est donc diagonali-
sable.

En procédant comme d’habitude, on calcule les sous-espaces propres qui sont tous de
dimension 1.

2
Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est engendré pare; = | 2 |, le
1
1
sous-espace propre associ¢ a la valeur propre —1 est engendré pares = | 1 | etle
0
2
sous-espace propre associé a la valeur propre —2 est engendré parez = | 4
1
2 1 2
Onposealors P=| 2 1 4 |.On en déduit que
1 01
0 0 0
A=P'AP=|0 -1 0
0 0 -2
1 1 =1 2
On commence par calculer P! et on obtient P~! = 3 2 0 —4 |.D’apres
-1 1 0
les formules de changement de base.
exp(4d) = Pexp(A)P™!
1 [2 12 1 0 0 1 -1 2
= —12 1 4 0 e! 0 2 0 -4
“31 6 1 0 0 e2 -1 1 0

242 1—-22 —2+4+2 2 4—4e1
= 24 %t de? B4l ?* 4—det
1—e2 - 2

Soit Aq. ..., A, les valeurs propres de A. D’apres la théorie des polynomes d’interpo-
lation de Lag1 ange, 1l existe un unique k)olynome Q de degré au plus n — 1 tel que, pour
tout 7 compris entre 1 et n, Q(\;) =

n—1
2 Sionnote@Q = Y arX*ona

k=0

n—1 n—1
Zak/l _Zak PAP! (Za@‘) P~! = PQ(A)P~
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Maintenant, comme A est diagonale.

Q(M) eM
Q(A) = ) = = exp(A)
Q(An)

An

Finalement,
Q(A) = Pexp(A)P~! = exp(A)

Dans le cas de la matrice A, on a vu que le spectre de A était 0, —1 et —2. On consideére
Q le polynome de degré au plus 2 tel que Q(0) = 1,Q(—1) = e et Q(—2) = 2.
On a donc

o X+ 1)2(X +2) | X()fl-*- 2, e_2X(X2+ 1)

On obtient finalement

1
Q=5(1-2e"+e X2+ (@ de + )X +2)

-3 4 -2
11 suffit alors de calculer A? = ( -7 8 =2 ) pour obtenir
-2 2 0

exp(A) = =((1—-2e1+e2)A%+ (3 —4e ! +e72)A+20,)

2421 —-22 2422 441
2421 _4e2 —244e2 4—4e1
1—e2 —~1 42 2

(SR SR
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D) Utiliser Ia variation des constantes

\. pour un systeme différentiel linéair
",

Dans cette fiche, K désigne R ou C.

Un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 de la forme
X'=AX+B (E)

ou A : t~ A(t) est une application continue définie sur un intervalle I et a valeurs
dans M,,(K) et B : t — B(t) est une application continue définie sur un intervalle 7
et a valeurs dans M, 1 (K).

L’ensemble Sy des solutions du systeme linéaire homogene associé

X'=AX (H)

est un espace vectoriel de dimension 7.

Si X estune solution de (E) alors I’ensemble Sz des solutions de (E) est le sous-espace
affine passant par X de direction Sy c’est-a-dire :

Sp={Xo+T,Te€ Sy}

Que faire?

On considere un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 de la forme
X'=AX+B (E)

ou A : t — A(t) est une application continue définie sur un intervalle [ et a valeurs dans
M, (K) et B : t — B(t) est une application continue définie sur un intervalle I et a valeurs
dans My, 1(K).

On suppose connaitre une base (Y7,...Y5) de I’espace des solutions de 1’équation homo-
geéne associée X' = AX ou, pour tout i de [1, n]. Y; appartient a M, 1 (K).

On cherche a trouver une solution X de (E). On va la chercher sous la forme

Xo:t— M(t)Y1(t) + - -+ An(t)Yal(t)

Exponentielle de matrices et équations différentielles



Sous forme matricielle on pose donc Xy = QZ ou
A1(?)
Z:t— : etQ:t— (Ya(t) | --- | Yal(t) )
An(t)

De ce fait X, = Q'Z + QZ' = AQZ + QZ' puisque pour tout i compris entre 1 et 7,
Y/ = AY; par définition. On en déduit que

Xy vérifie () <«<— X|=AXo+B
& AQZ+QZ' =AQZ+ B
s QZ'=B

Il ne reste qu’a déterminer Z’ en inversant () puis a intégrer pour déterminer Z.

La méthode est la méme que dans le cas de I’équation scalaire d’ordre 1 vu en premiere
année. Il faut cependant se méfier des tailles des matrices. En effet. avec les notations ci-
dessus, pour tout ¢t € I, Q(t) est une matrice carrée de taille n et Z(¢) est une matrice
colonne de taille n. De ce fait, on pose X = QZ et pas Xy = ZQ.

On veut résoudre sur R le systeme différentiel suivant

S 2@ = 21(t) +822(t) + 1
(5){ Bh(t) = 2m1(t) + 2a(t) + ¢

On cherche les solutions a valeurs réelles.

" x1(t) (1 8 _ 1
Onpose)(.t»«)(m?(t) ).A-<2 1 etB:t— St )
26—3t

1 Veérifierque ) : t — ( em ) ety 1t — ( _3¢ ) verifient 1’équation homo-
géne X' = AX.

2 Déterminer une solution de (S) en utilisant la méthode de la variation de la constante et
en déduire les solutions de (S).

SOLUTION

: / 10¢™ / 7 o
1 OnvoitqueY/:t— 5 o5t et donc Y] = AY; car

(21)=(1)=(%)

De méme, on vérifie que Y3 vérifie 'équation X' = AX.

92. Utiliser la variation des constantes pour un systeme différentiel linéaire
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2 Onréalise la variation de la constante pour déterminer une solution de (S). Pour cela on
pose Xg = QZ ou

e

5 -3
Q:tr ( Ya(t) | Ya(t) ) = ( 2:5: Ee_;t ) etZ:t— ( ;\Lg; )

Comme ci-dessus, X vérifie X’ = AX + B si et seulement si QZ’ = B.

. - 1 _e—3t  _9p—3t 1/ =5t 9e—5t
Soit¢ € R.oncalcule Q~1(t) = ~ 1o ( Bt 965t =3 St _9e3t |-
On est ramené a
A N(it) = ge¥+1
Z _.Q B — { l_Ll(t) . ?1_631,___:12_68!

En intégrant, on voit que 1’on peut prendre pour Z (on ne cherche qu'une solution) :

. —5t
g 1( 12¢ +120t)

510 | 2063 — 1568

On a finalement trouvé une solution de (S)

1 o5t 9065t
Xo:tm QU)Z(1) ( 16 + 240te 30e )

= 940 \ —32 4+ 120te5 + 155

Les solutions de (S) sont de la forme X : t — Xo(f) + a1Yi(t) + aaYa(t).

On veut résoudre sur R le systeme différentiel suivant

On cherche les solutions a valeurs réelles.
Onpose X : t+— 21(t) A= 11 etB:t— ;
p 1 2a(t) )’ 0 1 o 1

1 Soitt € R, calculer exp(tA) et en déduire Y; et Y5 une base des solutions du systéme
homogene associé X' = AX.

2 Déterminer une solution de (S) en utilisant la méthode de la variation de la constante et
en déduire les solutions de (S).
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1 On peut commencer en écrivant A = I + N ou N est nilpotente.

2 Mettre en place la variation de la constante comme expliquee pre-
cédemment.

1 Onpose N=A-1, = ( 8 (1) ) qui est nilpotente puisque N? = 0. On a donc
exp(tN) = I +tN et comme I5 et N commutent, pour ¢ € R,

t t
exp(tA) = exp(tlz) exp(tN) = e'(I2 + tN) = ( g = )

De ce fait, on peut poser

t t
lﬁ:to—)(%)eth:tr—)<t§)

t
% t:t ) &tZ it ( :\\;g; ) On cherche une solution de (S)

sous la forme Xy : t — Q(t)Z(t). D apres la méthode de la variation de la constante,
X vérifie (S) si et seulement si QZ’ = B. Soit t € R, on inverse alors la matrice Q(t)

t t = —f
- o [ e —tle e —te
Q (t) =€ ( 0 et ) = ( 0 e—t )

On est ramené a résoudre

2 Onpose@:t— (

M@ = 0
) = et

En intégrant, on peut prendre Ay : ¢ +— O et Ay : £ = —e ‘. Finalement,

XO:tHQ(t)Z(t)=<%t tj)x(—g“):<:i)

On s’assure aisément que X vérifie effectivement le systéme (S). Finalement les so-
lutions de S sont de la forme :

Z'=Q'B {

Xt ( —t + (a1 + agt)e’ )

—1 + agel

ou ap et avp parcourent R.
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Recolier des soiutions

L4 - = r -
f'une équation différentielie

Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 ou 2 est une équation de la forme
y'(z) + ao(2)y(z) = b(z) ou y’(2) + a1 (2)y'(z) + ao(2)y(z) =b(x)  (93.1)

ou agp, a; et b sont des fonctions continues sur un intervalle I et a valeurs dans K.

Que faire?

On considere une équation différentielle linéaire d’ordre 1 ou 2 a coefficients continus, de-
finie sur un intervalle 1

a(@)y'(z) + ao(x)y(z) = b(z) (Ev)
ou
a(2)y"(2) + a1 (2)y' (2) + ao()y(z) = b(x) (E»)

Si la fonction « ne s’annule pas sur 7, I’équation considérée est équivalente a 1’équation
obtenue en divisant par oe. On connait les méthodes permettant de la résoudre.
Si la fonction v s’annule sur 7, la méthode est la suivante :

— On découpe 'intervalle I en des sous-intervalles I, I, .. ..
— On résout I’équation différentielle obtenue sur chaque intervalle en divisant par c.

— On essaye de recoller les différentes solutions obtenues précédemment, souvent en
procédant par analyse-synthese.

- On peut aussi utiliser ce genre de meéthode quand une des fonctions n’est définie simple-
ment que sur des sous-intervalles de I’intervalle I (voir par exemple I’exercice 2).
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Quand on veut résoudre une équation différentielle linéaire, il faut commencer par se de-
mander si elle est sous forme résolue (ou si elle peut s’y mettre) car les meéthodes générales
vues dans le cours de premiere et deuxieme année s’appliquent uniquement dans ce cas.
Ne pas étre surpris si la dimension de ’espace des solutions (en tant qu’espace vectoriel
ou espace affine) d une équation qui n’est pas sous forme résolue, n’est pas egale a I’ordre
de I’équation. En effet dans ce cas, le théoreme de Cauchy linéaire ne s applique pas.

1 Déterminer les solutions définies sur R de I’équation
2y (z) — 2y(xz) =0 (E)
2 Deéterminer les solutions définies sur R de 1’équation

zy'(z) —y(x) =0 (E)

SOLUTION

1 Travaillons sur I'intervalle RY . En divisant par 2 (qui n’est pas nul) on se ramene a
eétudier I’ équation

Yy (x) — ;y(;l?) =0 (E4+)

L’équation (E ;) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene. La fonction
x — —2In2 est une primitive de x — —% sur R . On en déduit que les solutions de
(E4) sont les fonctions définies sur R” par

z+— Aexp(2lnz) = \a?
ou A €R.
On procede de méme sur I'intervalle R* . On se ramene a 1’équation
; 2
Y(2) — ~y(2) =0 E.)

On en déduit que les solutions de (E_) sont les fonctions définies sur R* par
x — pexp(2ln(—2)) = p(—2)? = pa®

oup e R

93. Recoller des solutions d’une équation différentielle
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Résolvons alors 1’équation (E) sur R. Soit 2 — y(2) une solution de (E) . Sa restriction
a RY verifie (E) et sa restriction a R* vérifie (E_). De ce fait y est de la forme

Az? siz >0
Yy px? siz <0
() =0 siz=0

ou y s’annule nécessairement en 0 car y doit étre continue.
Réciproquement, montrons que toutes ces fonctions sont des solutions de (E).
Soit y une telle fonction.

Elle est continue sur R* de maniére évidente et elle est continue en 0 car on vérifie

aisément que lim y(z) = lim y(z) =0 = y(0).
r—0— z—0+

Elle est de classe C! sur R* de maniére évidente et pour 2 # 0,

oy _ ) 222 siz>0
yiz)= 2ur  siz <0

De ce fait, y/(x) tend vers 0 quand 2 tend vers 0. On en déduit par le théoréeme de
dérivabilité d un prolongement que y est dérivable en 0, que y'(0) = 0 et donc que
y est de classe C! sur R.

Pour tout 2 de R, on a bien 2/ (2) — 2y(x) = 0.

Finalement, les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

Az? siz >0
Yy < pa? §i2<0
y(2) =0 siz=0

ou (A, ) € R2.

Travaillons sur I'intervalle RY . En divisant par 2 (qui n’est pas nul) on se ramene a
étudier 1’équation
1
y'(@) - —y(@) =0 E+)

L’équation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene résolue.

La fonction 2 +— — In 2 est une primitive de z +— —% sur R” . On en déduit que les
solutions de (E ;) sont les fonctions définies sur R”, par

x> Aexp(lnz) = Az

oul R
On procede de meéme sur I’intervalle R* . On se ramene a 1’équation
, 1
y(z) - —y() =0 (E-)
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On en déduit que les solutions de (E_) sont les fonctions définies sur R* par
x> pexp(ln(—2)) = p(—z) = —pzx

oupu € R.
Résolvons alors I’équation (E) sur R. Soit 2 — y(2) une solution de (E). Sa restriction
aR* verifie (E, ) et sa restriction a R* vérifie (E_). De ce fait y est de la forme

Az siz >0
Yy —px stx <0
glz) =0 sie=10

ou y s’annule nécessairement en 0 car y est continue. De plus, y doit etre dérivable en

0 or
y(z) —y(0) _ylx) | y(x) —y(0) _ylz) |
= > —p et = > A
-0 T x—0- z—0 T -0t
Donc nécessairement —p¢ = A et de ce fait, y est de la forme  +— <2 en posant
=X =i,

Réciproquement, il est clair que toutes les fonctions de la forme x +— ~a sont des
solutions de (E).

Déterminer les solutions définies sur |0, +o00[ de I’équation
zIn(2)y'(z) +y(x) =0 (E)
On considere 1’équation différentielle
y'(2) + y(z) = |z| (E)

définie sur R.

1 Quelle est la dimension de I’espace vectoriel des solutions de 1’équation homogene
associee ?
2 Déterminer ces solutions.

93. Recoller des solutions d’une équation différentielle
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Pour vous aider a démarrer
[EXERCIC m Justifier que si 2 €]0, +o00[, 2In(2) = 0 si et seulement si 2z = 1.

RCICE m 1 Appliquer le théoreme de Cauchy linéaire.

2 Résoudre I’équation sur R , sur R* puis recoller les solutions afin
de déterminer les solutions définies sur R en entier.

Soit # €]0, +oc[, zIn(z) = 0 <= In(z) = 0 <= 2 = 1. On découpe I’intervalle
10, +o00[ en Iy =]0, 1[ et I; =]1,+o0|.

Sur chaque intervalle on résout 1’équation obtenue en divisant par 2 In(z) qui ne s’annule
pas :

Y (x) +

Sur Iy et Iy, la fonction 2 — m_lnl(T) est continue et 2 +— In(| Inz|) en est une primitive. De
ce fait, les solutions de (F) sur ces intervalles sont de la forme :

A
x> Aexp(—In(|Inz|)) = nz]

2 In Ty(m) =1 )

Comme In 2 est de signe constant sur I’intervalle [ et aussi sur I’intervalle I, ces fonctions
i A w5
sont les fonctions de la forme 2 — — (quitte a remplacer A par —A\)
1 84 4

Soit y une solution de (E) sur R, . Sa restriction a [ est donc de la forme  — mﬁ?’i Or y est
continue en 1 donc nécessairement Ao = 0 et la restriction de y a [ est la fonction nulle.
De méme, on trouve que la restriction de y a /1 est aussi la fonction nulle.

Finalement la seule solution de I’équation (E) définie sur R est la fonction nulle.

1 L’équation homogene associée a (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2
homogene dont les coefficients sont continus. On peut appliquer le théoreme de Cauchy
linéaire. On sait que I’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2.

2  On peut considérer I’équation homogene associée :

y'(2) +y(x) =0 (H)
On sait que I’ensemble des solutions de cette équation est

Sy = {z +— Acos(z) + usin(z) , (\, 1) € R?}
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Résolvons maintenant (E) sur I'intervalle R* =] — oc; 0[. Il est clair que la fonction
a — —ua est solution de (E) sur cet intervalle. On en déduit que les solutions de (E) sur
R* sont de la forme

y:x+— —x+ Acos(z) + psin(z)

De méme. x — 2 est solution de (E) sur R”, =]0, 00| et donc les solutions de (E) sur
cet intervalle sont les fonctions de la forme

x 2+ Acos(z) + psin(x)
Soit y une solution de (E) définie sur R, il existe donc des constantes Ay, Ao, jt1, ft2
telles que la restriction de y a R* (resp. a RY) soit 2 — —x + Aj cos(x) + pq sin(x)

(resp. & — = + A cos(x) + po sin(2)).
La fonction y étant continue en 0, nécessairement

A1 = lim y(z) = lim y(z) = A

0~ r—0t
De méme la fonction v étant de classe C', nécessairement

—14+p = lim ¢(2)= lim ¥ (z) =1+ po
r—0—

r—0+

Réciproquement, pour A, y fixés dans R, on considere y la fonction définie par

—x + Acos(2) + psin(x) siz <0
y:ax— < x4+ Acos(z) + (p—2)sin(z) sixz >0
A siz =0

En utilisant le théoreme de dérivabilité des prolongements, on montre alors aisément
que :

La fonction y est continue car lim y(z) = lim y(z) = A

r—0— z—0+
La fonction y est de classe C! car lim 3/(z) = lim y/(2) = pu — 1.
0~ r—0+
La fonction y est de classe C% car lim y”(z) = lim y”(z) = —\.
z—0— z—0+
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Caicuier ia dérivée en un point ai
seion un vecteur ; caicuier ‘./

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie £ et F' un espace vectoriel de
dimension finie. Soit f : U — F.a € U etv € EF nonnul .

On dit que f est dérivable en a selon le vecteur v si g, : t — f(a+ tv) est dérivable
ent=0.

Dans ce cas, on appelle dérivée de f en a selon le vecteur v et on note D, f(a) la
valeur de la dérivée :

" _ o fla+tv) — f(a)
D‘Uf(a') - ‘Pa,v(o) - }_ll)lil) t .

Lorsqu’une base (eq,...,e,) de E est fixée, pour i compris entre 1 et n, la dérivée
en a selon le vecteur e; s’appelle dérivee partielle selon le vecteur e; au point a et se
dif(a) ou -g_,;_e(a).

Dans le cas ou I’espace de départ est un ouvert de R? ou R?, on note le plus souvent la
fonction f sous la forme

f:(z,y) - f(z,y)ouf:(z,y,2) = f(z,y,2)

Dans ce cas, les dérivées partielles (par rapport aux vecteurs de la base canonique) se notent

af of .
9z By et éventuellement 3

Que faire?

Dans la majorité des situations, pour justifier qu'une fonction admet une dérivée partielle par
rapport a une variable et pour la calculer il suffit de considérer que dans « la formule » qui
permet de définir la fonction f, toutes les autres variables sont des constantes. On dérive
alors par rapport a la variable considérée en utilisant les formules usuelles.

Sinon, pour montrer qu’une fonction f admet des dérivées selon un vecteur v (ou des déri-
vées partielles) au point a, on explicite la fonction @q» : t — f(a + tv) afin de vérifier si
cette fonction (de la variable réelle) est dérivable en 0. Il peut étre nécessaire de revenir a la
definition de la dérivée par I’étude du taux d’accroissement.

Notons que @, ,, est définie sur un voisinage ouvert de ¢ = 0 car U est un ouvert de E.
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I1 faut distinguer les éventuels points ou 1’étude de I’existence des dérivées pose un probléme
(ainsi que le calcul) des autres points ou il suffit d utiliser les formules usuelles de dérivation.

On considére la fonction f définie de R? dans R par

=, 1 (2 0,0)

o ;2-"_1/2- S1 (L. y) # ( s
f:@y)m { 0 sinon

1 Soita # (0,0), justifier que -g;{-(a) et g—i(a) existent et les calculer.
2 Justifier que %(0, 0) et %5(0, 0) existent et les calculer.

3 La fonction f admet-elle une dérivée selon le vecteur v = (1,1) ena = (0,0)?

SOLUTION

1 Soita = (20,y0) # (0,0). On veut justifier |’existence et déterminer —[( ). On consi-
dére ¢ : @ — f(2,y0). Sur un voisinage V' de zp,ona ¢ : = — I—Qh puisque

(z,y0) # (0,0). Cette fonction est dérivable en 2 donc gﬁ (a) existe et

yo(@3 + ¥3) — 223%0 _ 9o — x3y0
@+R? @R

37 (@ = ¢(x0) =

On procede de méme pour étudier 2L 5 (a) en considérant ¢ : y — f(2¢,y) au voisinage
de yp. On obtient que 55( a) existe et
of 8 TOJO

3y (=¥ w) = o

2 On pose maintenant a = (0,0). On étudie d’abord I’existence de i;—ﬁ(a). Au voisinage
de 2 = O on étudie ¢ :  — f(2,0) = 0. La encore, cette fonction est dérivable. On en
déduit que

De meme, on montrer que - 4 (0 0) existe et vaut 0.

3 On pose maintenant v = (1, 1). On considere la fonction
¥ o
piter flat+tv)=f(t.t)=4{ @ —2 Sit#0
0 s1t =0

La fonction ¢ n’est pas dérivable en 0 (car elle n’est pas continue en 0) donc f n’admet
pas de dérivée selon le vecteur v = (1,1) ena = (0,0).

Calcul differentiel



On considére la fonction définie sur R? par

y2
Ao — siz#0
f(T!/)"”{ T Bl
)

sinon

1 Soit a = (29,yo) avec xg # 0. Justifier ’existence de %(a,) et de %(a.) puis les
calculer. ‘

2 Soita = (0,yp). Justifier ’existence de %(a) et la calculer.
Soit yg # O et a = (0, yp). Justifier que g—é(a) n’est pas définie.

Soit a = (0,0) et v = (a, 3) un vecteur non nul de R?. Justifier que D, f(a) existe et
la calculer.

On considere My (R) muni de la base canonique (E;j)1<i<n. Soit f la fonction définie sur

1<j<n
My (R) par
f: M Tr(M?)

il (M). On justifiera

Pour tout (7,7) € [1, n]]2 et toute matrice M € M, (R). calculer 9E
ij

au préalable I’existence de la dérivée partielle.

Utiliser les formules classiques de dérivation.

Bl

2 Considérer la fonction ¢ : ¢t — f(0,t) et étudier sa dérivabilité en
Yo-

3 Considérer la fonction ¢ : t — f(t,yp) et étudier sa dérivabilité en
0.

4 On pourra séparer le cas ou @ = 0 du cas ou a # 0.

> . A+t .‘:,‘ i)— 1
m On calculera le taux d’accroissement {Mirel t’) f( ).

94. Calculer la dérivée en un point selon un vecteur; calculer des dérivées partielles
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On considere I"application ¢ : 2 +— f(z, yo) sur un voisinage de zy qui ne contient par
2 2
0. On en déduit que p(z) = %Q Cette fonction est dérivable et ¢'(x) = —%3. On en
. ) : 9 0
déduit que 5£(a) existe et 5£(a) — —%%.

~ . g . 2
De méme on considére maintenant ¢ : y — f(2¢,y). Comme 2o # 0, p(y) = g—(;
Cette fonction est dérivable et ' (y) = 2L

On en déduit que %(a) existe et %(a) = 2%%.
Soit @ = (0,yp). On considere ¢ : t — f(0,f) = t. Elle est dérivable en y et
¢ (yo) = 1. On en déduit que %(a) existe et %(a) =1

Soit yp # O eta = (0,yp). On considere ¢ : t — f(t,yp). Par définition,

2
Q:t %9- sit #0
' y2 sinon.

Cette fonction n’est pas continue en 0 car lim+ ©(t) = +oc. Elle n’est donc pas déri-
t—0

vable d’ou %g (a) n’est pas définie.
On pose a = (0,0) et v = (v, ).

Dans le cas ou o # 0. Pour ¢t # 0, a + tv = (ta, t/3) et donc

flat+tv)—fla) “UE-0 g2
t - t «

On en déduit, en faisant tendre ¢ vers 0 que D, f(a) est bien définie et que

D, f(a) = lim fo-+o)—Ha) 5

—0 t v
Dans le cas ou « = 0. pour t # 0, a + tv = (0, t73) et donc

fla+tv)— f(a) tB—0
t ot

=p
On en déduit, en faisant tendre ¢ vers 0 que D, f(a) est bien définie et que

fla+tv) — f(a)
t

(o) = i -5

Calcul differentiel



Soit (i,7) € [1,n]? et M € My(R). Pour t # 0,
f(M+tE;j)—f(M) = Te((M+tE;;)?)—Tr(M?) = tTr(MEij)-i-tTr(EijM)+t2Tr(Ei2j)
On en déduit que

lim (M +tE;;) — f(M)
t—0 t

= Tr(M E;;) + Tl‘(Eij]U) = 2Tl‘(]\/fEij)

Sionnote M = (myy) et Ejj = (uj) ainsi que M E;j = (vg).
Pour k € [1,n],

n
Vkk = ) Mg
=1
= MkiOk;j car u = 0ydjk

En effet, pour calculer le terme vy, on fait le produit de la k-ieme ligne de M et de la k-iéme
colonne de Ej;. Si k # j, cette derniere est nulle et donc vgr = 0. Si &k = j. on obtient bien
Vjj = Mji.

On en déduit que

n
TI(A/IEU) — Z Vkk = Vjj = M
k=1
Finalement, _
of
B, (M) = 2my;

94. Calculer la dérivée en un point selon un vecteur ; calculer des dérivées partielles
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Montrer qu'une fonction
est différentiabie et caicuier

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie E. F' un espace vectoriel de
dimension finie et f une fonction de U dans F'.

Soita € U.La fonction f est dite différentiable en a. s’il existe une application linéaire
g telle que pour tout vecteur 2 de Etel quea+ h € U,

fla+h) = f(a) + @a(h) + o(h)

ou on note o(h) une fonction de la forme & — ||||s(h). ou £ est une fonction qui tend
vers 0 quand A tend vers 0.

Si la fonction est différentiable en tout point a de U, on dit que f est différentiable et
on note df la fonction définie de U dans £(E, F') qui associe a a la fonction ¢,.

df: U — L(E,F)
a = @

Que faire?

Quand on veut étudier si une fonction f est différentiable en a (et éventuellement calculer
cette différentielle). on exprime f(a + h) et on essaye de reconnaitre :

Une partie constante par rapport a i qui vaut f(a).
Une partie linéaire par rapport a h : h — @4 (h)
Le reste qui vaut donc f(a + h) — f(a) — wa(h)

I1 faut alors montrer que ce reste est négligeable devant 2 quand 5 tend vers 0, c’est-a-dire
que

Bl ARl —soal) _
Ao Al ="

EXEMPLE1 On considére f : R? — R définie par

[ (21,22, 23) = 212023

Calcul difféerentiel



Soit a = (21,29, 23) et h = (hy, ha, h3),

fla+h) = (214 hy) x (22 + ha) x (23 + h3)
= x129n3 + hixroxs + x1hoxs + 212003
+ax1hohs + hiaxohs + hihoxs + hihohs

On pose alors ¢, : (R, ho, hs) — hixoxs + hoxyxs + hgx12s qui est linéaire et
Oq : (h1, ha, hs) — x1hohg + hyxohs + hihoxs + hihohs

En utilisant, par exemple. la norme infinie sur R*, on a |hy| < ||k, |ho| < ||h|| et enfin
|ha| < ||h]|. de ce fait.

< (Jz1] + lae2| + |z3])||Rl] + ||R][*

|0a ()

donc lim 1 0 par encadrement, ainsi 6,(h) . o(h). On a donc bien montré que

||A][—0
fla+h) = f(a)+@a(h)+o(h)ouh — @,(h) est linéaire. L’application f est différentiable
en a et
df(a) : (hy,ho, hs) — hixoxs + hoxyxs + haxze

Conseils

Quand on cherche a déterminer si une fonction f est différentiable en a. on travaille avec
a fixé. Il faut donc calculer f(a + h) et considérer cette expression comme une fonction
de la variable /.

Dans le cas d’une fonction différentiable sur U, il ne faut pas confondre df qui est I’ap-
plication différentielle qui va de U dans £(E. F') qui n’est pas nécessairement linéaire
(comme vu a I’exemple ci-dessus) avec. a a fixé, ’application df (a) qui est une applica-
tion linéaire de E' dans F'.

On considere la fonction f définie de M,,(R) dans R par
f: M tr(M?)
Montrer que f est différentiable et déterminer df.

SOLUTION

f(M+H) =t(M+H)? =te(M>*+MH+HM+ H?) = f(M)+2tr(MH) +tr(H?)

95. Montrer qu‘une fonction est différentiable et calculer une différentielle
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On pose @y : H — 2tr(M H) qui est bien une application linéaire par bilinéarité du produit
matriciel et linéarité de la trace. On a alors f(M + H) = f(M) + pn(H) + tr(H?).

Il reste a montrer que tr(H?) = o(H). Travaillons par exemple avec la norme infinie de
M, (R). On sait que pour toute matrice A, tr(A) < n||A||~. De plus si A et B sont deux
matrices, on a || AB||oo < 1||A||oo||B||oo. On en déduit que || H?|| < n||H||? et ainsi. pour

H#£0,
tr(H?) _ nl|H?||o _ o
< < n®|[H||
[Hlloo = [[H][oo -
tr(H?)

Cela montre bien que lim
I1H]1=0 [[H]]oo

Finalement f est différentiable en M et df (M) : H +— 2tr(M H). On a donc

= 0 ce qui prouve que tr(H?) = o(H).
df : M — (H — 2tt(MH))

Soit E un espace euclidien: on note (.|.) le produit scalaire et ||.|| la norme euclidienne
associée. Soit u un endomorphisme symétrique de £ et 2y € E. On considere f définie de
E dans R par

f:zw %(U(l)ll) + (zo|x)

1 Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle.
2 En déduire la valeur du gradient de f en tout point de E.

Soit f la fonction définie sur GL,,(R) et a valeurs dans M, (R) par

¥ vy A

On considere ||.||» la norme infinie sur M,,(R).

1 Montrer que GL,(R) est un ouvert de M, (R).
. ; 1 k
2 a. Montrer que si H € M, (R) etk € N* || H¥||o < = (Lﬂn“&) :
b. En déduire que si ||H ||~ < n alors I,, + H est inversible et exprimer (I, + H) ™!
a I’aide d’une série.
c. Endeéduire que f est différentiable en /,, et déterminer df7, .

3 En déduire que pour toute matrice M € GL,(R). f est différentiable en M. Calculer
dfar.

Calcul differentiel



1 Soitz € Eeth € E, calculer f(z + h).
2 Utiliser la définition du gradient.

On pourra utiliser le déterminant.

2 a. Commencer en majorant ||AB||« en fonction de ||A||~ et
|1 B]loc-

N
b. Calculer pour N >0, (I, + H) x Y. (—H)*.
k=0

+00
c. Montrer que 5. (—H)* = o(H).
k=2

3 Si M est inversible et H € M, (R). commencer en factorisant
M + H par M.

1

Soit x € F et h € F. Comme u est linéaire :

flx+h) = %(u(af + h)|x + h) + (2o|lz + h)
= S@)) + 5(uh)le) + 5 (u(@)|R) + 3 (@R)h) + (@ola) + (zolh)
= (@) +0a(h) + (u(h)Ih)
ou 1 1
Oy :h— 5(u(h)|a) + §(u(a)|h) + (zo]h) = (u(z)|h) + (20|h)

est une application linéaire de E dans E' (la deuxieme formule pour 6, (1) se déduit de
la premiere en utilisant le fait que u est symétrique). On remarque alors que, comme u
est une application linéaire et que E est de dimension finie, elle est continue. Il existe
donc K € R, tel que pour tout i € E, ||u(h)|| < K||h||. On en déduit que

1 K
< Sllu@) < [kl < S [h]*

1
S((®)n)

95. Montrer qu‘une fonction est différentiable et calculer une différentielle
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1
— ’ h
Onadonc lim |2(u(1)| )|

122 71 — 0 et onen déduit que 1 (u(h)|h) = o(h). Cela montre
(= Tl

que f est différentiable en x et que
dfy : h— 0,(h) = (u(x)|h) + (20|h)

2 Soitx € Eeth € E.df(h) = (u(x) + x9|h) donc le gradient de f en z est le vecteur
u(x) + 2.

1 L application det : M,,(R) — R est une application polynomiale en les coordonnées,
elle est donc continue. Or R* est un ouvert de R (car le singleton {0} est un fermé de
R) donc GL,,(R) = det™!(R*) est un ouvert de M, (R).

2 a. Soit A et B deux matrices de My (R), ||AB||s < n||A||oo X ||B||so- De ce fait,

par une récurrence immediate, pour tout entier naturel & non nul,

' . 1 (1 H]ls \®
|| < nb 1 H]E, = L (u)

n n

b. On en déduit que si ||H||~ < n alors la série .. ,(—H)* converge. Maintenant,
pour tout entier NV, par un télescopage, ;

N
(In+ H) x Y (=H)* = I, + (-)NHN+!
k=0

400
En faisant alors tendre N vers +oc et en notant S = Y (—H), on obtient que
k=0
(In+ H)S = I.
Cela implique que I, + H est inversible et
+00
(In+ H)™ =3 (-H)"
k=0
¢. Onadonc
+00
fUn+H)=I,—H+» (—H)
k=2

Calcul differentiel



On remarque alors que

+o0 +00 +00 k 2

: : 1 || H]oo | H|]5 1
S-mf| <>kl < 3> (M) Wl
k=2 - R B ® 1 — Al

400/ k
Cela implique que  lim ”Zk:2( H) ||Oo

—=();
|| H]|oo—0 || H||o0o

+00
Finalement, " (—H)* = o(H) ce qui prouve que f est différentiable en 7,, et que
k=2

dfr, : H— —H.
3 Soit M une matrice inversible et H € M, (R),

M+H=Mx (I,+ M~'H)
Or ||M~'H||x < n||M™!||sc X ||H||so- donc en prenant ||H||o < ”A—,_l,”: on a
||[M~'H||o < n.Dans ce cas. (I, + M ! H) est inversible. On a alors

f(M+H) = (M+H)™
= (Iuy+ M H)*M?

+00
= (In —~M™H + Z(—M“H)"’) x M1
k=2

400
= M'-M1HM+ (Z(—M“H)k) x M1
k=2

Un calcul similaire a celui de la question 2.b donne alors

+00
(Z(-M—‘H)k> x M~! = o(H)
k=2

Cela montre que f est différentiable en M et que dfyy : H — —M " 'HM 1.
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difiérentiabies. Regle de Ia chaine

Soit (n,m,p) trois entiers non nuls, U un ouvert de R™ et V' un ouvert de R™. Soit
f:U—>Rm™etg:V — RPavec f(U) C V. Onnote (yi,...,Yn) les coordonnées
dans R™ et (uq,...,un) celles dans R™. Soita € U et b = f(a). On suppose que f est
différentiable en a et g en b. Alors

d(go
ayj

Dia) =3 520« 5w

Vj € [1,n],

ou I’application f est notée

folu,oyn) = (Y, 9m), - (Y12 90))

Dans le cas particulier ou f est une application différentiable d’un ouvert U de R" dans
un espace vectoriel de dimension finie F' et 21,. . ., 2, sont des fonctions dérivables d’un
intervalle / dans R de telle sorte que pour tout t € I ,(z1(%),...,z,(t)) € U, la fonction
g:t— f(x1(t),...,2,(t)) est dérivable et pour tout ¢ dans I,

O =3 L @(0).....a(0) x 240
k=1

Que faire?

Pour calculer les dérivées partielles d’'une composée de fonctions a plusieurs variables, il
suffit d’appliquer la formule ci-dessus.
EXEMPLET Soit f : R? — R une fonction de classe C'. On pose ¢ la fonction définie de R
dans R par

g:t— f(2t + 2, sint)

La fonction g est dérivable sur R et pour tout réel £,

_of

glh)= ﬁ(zt +t2,sint) x (24 2t) + o1

— (2t + t2.sint) X cost

Calcul difféerentiel



Faire attention. que dans la formule précisée ci-dessus pour les dérivées partielles de go f,
on utilise les dérivées partielles de la fonction g évaluée au point b = f(a). C’est aussi le
cas dans la formule de la dérivation d’une composée de fonctions d’une seule variable.
Pour appliquer la regle de la chaine, il est souvent préférable de changer le nom des va-
riables afin de ne pas meélanger les variables de la premiere fonction avec celle de la
seconde. De fait. si on veut calculer les dérivees partielles de go f ou f est a valeurs dans
R™ et g définie sur un ouvert de R™, on appellera de la méme maniere les variables de g et
les composantes de f. On pourra noter par exemple, g : (uy, ..., upy) — g(ug, ..., upy)
ot = [t o Uni)s

On considére f : R* — Ret g : R? — R? définies par

fi(zy.2)—»ay+3@+2)etg: (2,y) — (z+yt y+ 322, 22%)

Onétudieh = fog:R?2 = R.

1

En utilisant la formule de dérivation d’une composée calculer les dérivées partielles g—_f;
oh
et By

Retrouver les résultats de la question précédente en explicitant i (2, y).

SOLUTION

On commence, comme conseillé ci-dessus, en renommant les variables de nos fonc-
tions. On pose donc

fi(uv,w)—uw+3(ut+w)etg: (z,y) — (u(z,y),v(z,y), w(z,y))

onu: (z,y)—»z+yhv:(z,y)—»y+32%etw: (z,y) — 22%.
En appliquant la formule de la dérivation d’une composée, pour tout (z,y) € R?,

%(1y) = %(u.v,w)%(a', y,z)+%(u,v.w)%(m,y,z)
+%(u vw)—](q Y, 2)

= (v+3)x1+ux6xr+3 x4y
= (y+ 322 +3) + (622 + 62y*) + 122y
6:1?'_1/4 +92% + 122y +y+3
On remarquera que, pour alléger les notations, on a noté u, v et w au lieu de u(z,y).

v(2,y) etw(z, y) mais il faut bien comprendre que les expressions ci-dessus, sont toutes
des fonctions des variables x et y.

96. Calculer les dérivées partielles d'une composée d’applications différentiables. Régle de la chaine
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On fait de meéme pour calculer —l
dy
Pour (z,y) € R2,

@) = G o)) + (0, 0) 5 (@)
af dw
+500 (v, w) = 9y (z,y,2)

= (v+3) x4y +ux1+3x22?
= (4v* + 122293 + 12¢°) + (2 + y*) + 622
= 12223 +5y* +12¢° + 622 + 2

2 On commence par expliciter i(z, y).
Pour (z,y) € R,

Wz = (1‘+y4)(J+3x2)+3(a‘+y4+2$2y)
= 1y+3:l +y + 322 u + 3z +3y + 622 Y

On peut alors calculer les dérivées partielles. et on retrouve que pour (z,y) € R2,

oh o) ; .
P (z,y) = y+922 +62y* + 3+ 122y et 3—; (z,y) = z+5y* + 1222y + 12y + 622

m On pose U = RY x] — 7, 7| et u la fonction définie de U dans R? par
w: (r,0) — (rcosé,rsind)

On note V I'image de U par u et on considére f une fonction de classe C! sur V. On pose
pour finir ' = f o w. On désignera par « et y les variables de f.

1 Déterminer V et montrer que u réalise une bijection de U sur V et que u est de classe

Clsur U. s 5 5
2 Exprimer pour tout (r,6) € U, W(r 0) et —( r, #) en fonction d_f et ()—5
- . Of of
3 Endéduire, pour (2,y) € V des formules permettant d’exprimer B (z,y) et % (z,9)

en fonction de aF et oF
or o9

504 Calcul differentiel



m 1 On pourra essayer de déterminer un antécédent par v d’un élément

(x,y) € R? donné. Penser a diviser par /22 + y2 aprés avoir ex-
clus le cas ou (z,y) = (0,0).

2 Appliquer les formules de la regle de la chaine.

'()_f oF
ox Jdr
3  Poserles vecteurs X = _ et Y = et déterminer
Q}_f oF
Ay d0

une matrice A telle que Y = AX.

%1

1 Soit (2,y) € R2 On va chercher s’il existe (r,6) € U tel que u(r,0) = (z,y). On
procede par analyse-synthese.
Analyse : supposons qu’il existe (r,0) € U tel que = rcos# et y = rsin@ alors
22 + 42 = r2(cos? 0 + sin? ) = r2 > 0. On en déduit que (,y) # (0,0). De plus,
comme (z,y) # (0,0), en divisant par » = /22 + y2, on obtient que

cosfl = = et sinf = y
/12 e y2 /2 Y y2
Comme # ne peut pas valoir 7 (modulo 27), on doit exclure le cas ot cos = —1
. a oy . xr . . .
et sinf = 0, c’est-a-dire le cas ou y = 0 et \/—_2. = —1 cequirevienta x < 0 car
T

Va2 = |z].

Synthése : on a vu que si (2, y) appartenait a u(U) alors (2,y) ¢ {(2,0), 2 < 0}.
x

——ct

+ (¢/)? = 1 on sait qu’il existe # (unique a 27-prés

Réciproquement si (2,y) € R?\ {(2.0), 2 < 0} alors, on pose 2’ =

R y 2

Yy = ————. Comme (2)
Va2 +y?

et donc unique si on impose 6 €| — 7, [ en remarquant que # = 7 est impossible car

' # —1) tel que 2/ = cos 6, y' = sinf. Finalement. il existe bien un unique couple

(r =22 +y>%0) e U tel que (z,y) = u(r,0).
On a montré que V = R?\ {(2,0) , 2 < 0} et que u réalise une bijection de U sur V..

De plus comme cos et sin sont des fonctions de classe C!, la fonction u est de classe C!
sur U.

96. Calculer les dérivées partielles d'une composée d’applications différentiables. Régle de la chaine
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2 Soit (r,0) e U,

oF daf ; dx af : dy
W(r, 0) E(’ cos @, rsinf) x E(r.ﬂ) + %(7 cos @, rsinf) x E(r,ﬁ)

J 0
= cosf x ‘_—i(r cos @, rsinf) + sinf x %(r cosf,rsind)

oF 0 ox o 0
%(r, & = a—i(rcos 0,rsinf) x d_:;(, 0) + é(r cos @, rsinf) x %(r, 0)
0 0
= —rsinf x —{ (rcos@,rsinf) + rcosf x d_£ (rcos@,rsinf)
af oF
ox or _ ; :
3 Onpose X = @Y = ou on ne fait plus apparaitre les variables
af oF
dy a0

pour alléger les notations. La question précédente permet d’affirmer que Y = AX en

— e cos sin ¢
P —\ —rsmf rcosf )

On voit que le déterminant de A est 7cos?# + rsin®6 = r > 0. La matrice A est

mversible et
1 1/ rcosf@ —sinf
A = - ¢
r \ rsinf cosf

— A1 - o # = — =z
On a donc X = A7'Y. ce qui, en utilisant que » = /2° + y=. cosf = et que
sinf = ¥ donne :

af x JOF y OF
= (2,y) = ——=—(r,0) — ———(, 0
= af OF OF
Y @
T ‘. e .0 —_— A .0
ay(wy) R o (r.0) + =14 00 (r,0)
Calcul differentiel



Rechercher les extrema t'une fonction ‘q/m

Quand on ne sait pas!
Soit p € N*, U un ouvert de R” (muni de la norme euclidienne). a € U et f : U — R une
fonction de classe C!.

On dit que f admet un minimum local en a si il existe » > 0 tel que la boule ouverte de
centre a et de rayon ., notée B(a, r). vérifie B(a,r) C U ettel que pour toutz € B(a,r).

f(@) = f(a).
On dit que f admet un minimum global en a si pour tout 2 € U, f(z) > f(a).

On définit de méme la notion de maximum local et de maximum global.

On dit que f admet un extremum (local ou global) si elle admet un maximum ou un minimum
(local ou global).

On dit que a est un point critique de f si le gradient de f en a est nul :

Vf(a)= (:—i(a),... ,g—mfp(a)) = (050 6440)

On a alors la condition nécessaire suivant d’existence d’une extremum :

Si f : U — Rest de classe C! sur U et admet un extremum local en a € U alors a est un
point critique de f.

Que faire?

On commence par justifier que f est de classe C! sur I’ouvert U.

On détermine ensuite I’ensemble des points critiques de f qui sont les points ou f admet
éventuellement un extremum.

Sia € U est un point critique de f, on peut étudier le signe de f(z) — f(a) pour z
proche de a. Si le signe est constant sur un voisinage de a : f admet un extremum local.
Si on trouve des vecteurs z arbitrairement proches de a tels que f(z) — f(a) > 0 et
f(x) — f(a) < 0alors f n’admet pas d’extremum local en a.

97. Rechercher les extrema d’une fonction 507
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Si f est défini sur un ouvert de R? et si I’on cherche a montrer (par exemple) que (0,0)
n’est pas un point ou f admet un extremum, il est fréquent de se restreindre a des courbes
pour déterminer des signes différents. On peut calculer par exemple f((2.0))— f((0,0)),

f((z,2)) — £((0,0)). ...

Si f est continue sur un compact (fermeé borneé) A alors on sait que f admet un maximum
et un minimum global sur K. Alors si f est de classe C! sur I'intérieur de K, les points out
f admet ces extrema sont soit des points critiques de f sur I’intérieur de K, soit se situent
sur la frontiere.

Déterminer les extrema (si ils existent) de
f : B 5 R
(z,y) = 2®+y* —day
SOLUTION
La fonction f est de classe C! sur I’ouvert R%. On a pour tout (z,y) € R,
Vi((z,y)) = (22 — 4y, 2y — 4z)

On en déduit que (2, y) est un point critique de f si et seulement si :
x—2y = 0
y—2x 0

ce qui est équivalent a = 4a et y = 2z soit encore a (z,y) = (0,0). Le seul point ou f
peut admettre un extremum est (0. 0). Pour tout (2,y) € R®. ona:

Il

f((2,9)) = £((0,0)) = &* + y* — day
En particulier pour tout 2z € R*,

f((=,0)) = £((0,0)) =2* >0

et (z,0) — (0,0) quand z tend vers 0. De méme, pour tout 2 € R*,

f((2,2)) = £((0,0)) = —22% < 0

et (z,2) — (0,0) quand 2 tend vers 0. Ainsi, f n’admet ni un maximum local en (0, 0), ni
un minimum local. On en déduit que f n’admet pas d’extremum.

Calcul differentiel
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Soit f : R? — R définie par :
V(z,y) € R?, f(z,y) =2° + 2y +y® — 3z — 6y
Déterminer les extrema locaux de f.
ERCICE 97.2
Soit f : R? — R définie par :
V(z,y) €R? f(z,y) =2’ +y°

Déterminer les extrema locaux de f.

Soit D le disque unité ouvert de R?. Déterminer les extremas locaux de f : D — R définie
par :
Y(z,y) € D, f(z,y) = cos(z)%ch(y)? + sin(z)>sh(y)?

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2. On définit ’application f : R™ — R par :

Déterminer les extrema locaux de f.

Le seul point critique est (0, 3). Ecrire f((z,y)) — f((0.3)) comme une
somme de carrés.

Calculer f((z,0)).
Utiliser cos(2)? + sin(2)2 = 1 et ch(y)? — sh(y)? = 1.

Calculer f(2,0...,0) et £(0,2,0,...,0)

97. Rechercher les extrema d’une fonction
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La fonction f est de classe C! sur R? (elle est polynomiale). On a pour tout (z,y) € R2,

Vi) = (5@ i) =@y -3.2+20-6)

On détermine le(s) point(s) critique(s) de f :

2 +y—3 0 -3y+9
{af+2y—6 0 Lﬁ—ﬁ?l;g{f'*'Qy_G

(1l
o
o
=

~
(1

3
0

Le seul point critique de f est (0, 3) donc le seul point ou f peut atteindre un extremum est
ce point. Pour tout (2,y) € R% ona:

f((z,y) — £((0,3) =22 + 2y +y*> — 32 — 6y + 9

—3Y @-9?
:(m+y2 ) _(y4) 12— 6y+9

- (w+y;3)2‘(y_3)2+(y—3)2

2
y—3 3 9
= L il = “(y — >
(1-{- 5 ) +4(y 3)*>0

Ainsi, f atteint en (0, 3) un minimum local valant —9.

La fonction f est de classe C! sur R? (elle est polynomiale). On a pour tout (z,y) € R,

V1((2.9) = (@) 5o (@n)) = (o397

De maniere évidente, le seul point critique est (0,0). Le seul point critique de f est (0,0)
donc le seul point ot f peut atteindre un extremum est ce point. Remarquons que pour tout

x € R,
f((z,0)) = f((0,0)) =

et 2% est négatif si # < 0 et positif si 2 > 0. Ainsi, f n’admet ni un minimum, ni un
maximum, en (0, 0). Cette fonction n’admet pas d’extremum local sur R?.
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Pour tout (z,y) € D,ona:

f(z,y) = cos(z)%ch(y)? + sin(z)?sh(y)?
= cos(z)?(1 + sh(y)?) + (1 — cos(x)?)sh(y)?
= cos(z)? + sh(y)?

La fonction f est de classe C! sur D (par somme de fonctions qui le sont). Pour tout couple
(z,y)de D,ona:

V((e.0) = (G (@) G ((w.9))) = (~2sin(a) cos(a). 2eh(u)sh(w)

Sachant que la fonction cosinus hyperbolique ne s’annule pas, 2ch(y)sh(y) est nul si et
seulement si y est nul. De plus, sachant que (,y) appartient a D, = appartient a | — 1, 1]
donc —2sin(z) cos(z) est nul si et seulement si 2 est nul. Ainsi, le seul point critique de f
sur D est (0,0). Ona f(0,0) = 1. Remarquons que pour tout réel 2= €]0, 1],

f(z,0) =cos(z)? <1 et f(0,2) =1+sh(z)?>1

Ainsi, f n’admet ni un minimum, ni un maximum, en (0, 0). Cette fonction n’admet pas
d’extremum local sur D.

La fonction f est de classe C! sur R™ car polynomiale. Pour tout (21, ...,2,) € R".ona:
Vi((z1,...,2n)) = (—221,229,...,2(—1)"2,)
Le seul point critique de f est de maniere évidente (0, ..., 0) (dont I’image par f est nulle).

Remarquons que pour tout 2 € R*,
F(2,0,...,0) =22 >0 et (0,20, ,0) =—2* <0

Ainsi, f n’admet ni un minimum, ni un maximum, en (0, .. ., 0). Cette fonction n’admet pas
d’extremum local sur R".

97. Rechercher les extrema d’une fonction
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98 9 Résoudre une équation ditiérentiefle

Pour résoudre des équations différentielles aux dérivées partielles d’ordre un ou d’ordre
deux, on utilisera souvent des changements de variables. Il faut alors utiliser la regle de
la chaine vue dans la fiche 96. Rappelons-la dans le cas des fonctions de R? dans R qui
est le cas qui nous intéressera.

Soit f une fonction de classe C' de R? dans R et ¢ une fonction de classe C' de R? dans
R2. On note f : (a: y) = f(z,y) et ¢ : (u,v) — p(u,v). La fonction F = f o ¢ est
alors de classe C! et pour tout (u,v) € R2,

o (w0) = 3L (plu,0) x S w0) + 2L (ol ) x 2 u,v)

t
¢ oF

S .0 = 2L (p0) % S (w0) + g, 0) x 2 wrv)

Dans les formules ci-dessus. on a noté ¢ et ¢, les composantes de . Pour simplifier les
notations on notera souvent ces composantes comme les variables de f. On obtient alors
les formules suivantes :

S (:0) = S p0,0)) x 5 w0) + L o(a,0)) x T wrv)

et
oF

e 0. = S () x G (0,0) + 5L (ol 0)) x 2 (u,0)

Que faire?

Quand on veut résoudre une équation différentielle aux dérivées partielles. on essaye le plus
souvent de faire un changement de variables afin de se ramener a une équation différentielle
ne faisant plus intervenir que les dérivées partielles selon une seule des variables.
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EXEMPLE 1 Cherchons 1’ensemble des fonctions f : R? — R de classe C! telle que

of of
—(z,y) —5=—(z,y) =0
5 L7 Y) 50y(’l )

V(z,y) € R?,
On pose & = u+ v et y = u — 5v. C’est-a-dire que I’on considére ¢ : R? — R? définie par
¢ : (u,v) = (2,9) = (u+ v,u — 5v) qui est de classe C!.
Soit f une fonction vérifiant 1I’équation ci-dessus. on considere F' = f o ¢ qui est de classe
C! comme composée de fonctions de classe C!. De plus, d’apres la régle de la chaine, pour
tout (u,v) dans R,

JdF " o gf- ’ gz E)_I_ P gg :
5 (W) = am(tp(uel))xav(u.v)+ay(v(u.t))xav(u,t)
_ o of (o
= 5y Pw0)) - 5-@&0(% v))
=0

On en déduit que si f vérifie I'équation alors F' = f o ]9 ne dépend pas de la variable v.

De ce fait, il existe une fonction 4 : R — R de classe C' telle que pour tout (u,v) € R2,

F(u,v) = h(u).

En remarquant que ¢ est I’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est
1 1

1 —5 | Cette matrice est inversible car son déterminant vaut —6 et son inverse est
. 1 _5 —1 . . .. . 2 2
la matrice s\l -1 1 ) Cela implique que ¢ est une bijection de R* dans R* et que

3 Se+y x—y
Lsifom: 4 s (u.v) =

Finalement. si f vérifie 1’équation alors il existe une fonction 4 : R — R de classe C! telle
que pour tout (z,y) € R2,

S = Pl = (222)

Réciproquement. on vérifie aisément que les fonctions de ce type vérifient 1’équation.

Il est important de bien poser le changer de variables en nommant clairement les variables.
11 faut justifier (rapidement) que la fonction de changement de variables est de classe C'.
Dans de nombreux cas, la fonction ¢ sera une bijection et sa bijection réciproque sera aussi
de classe C!. Il peut étre plus simple de faire le changement de variables dans I’ autre sens.
Il faut soigner la rédaction comme dans I’exemple ci-dessus. on procede par analyse-
synthése: on montre que si une fonction f vérifie 1’équation cherchée alors la fonction
F = foypestdune certaine forme. La fonction ¢ étant bijective (entre deux ensembles a
déterminer) on peut en déduire une forme pour les fonctions f candidates a étre solution
de I’équation. Il reste alors a vérifier que ces fonctions vérifient effectivement 1’ équation.

98. Résoudre une équation différentielle aux dérivées partielles
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Exempie traité

Soit ¢ > 0.
On appelle équation des ondes en dimension 1 I’équation

>’ f 1. @%f

W(‘l ’ t) 02 ()t2 ( t) =0 (E)

On pose le changement de variables u = 2+ ct et v = x — ct, ¢’est-a-dire que I’on considere
la fonction ¢ : R? — R? définie par

V(z,t) € R?, ¢(z,t) = (x+ct,z — ct)

1 Justifier que ¢ est de classe C? et qu’elle réalise une bijection de R? dans R?. On n’ex-
plicitera pas ¢~ 1.

2 Soit f une fonction de classe C2. On pose F' = fo ¢ letdonc f = Foo. Exprimer
?*f 0 : e g :
d_f et d_tg en fonction des dérivees partielles de F'.

3 Endeéduire la forme des solutions de 1’équation (E).

SOLUTION

1 La fonction ¢ est linéaire de R? dans R?. Elle est donc de classe C2. Sa matrice dans la
. 1 ¢ . : g ; g
base canonique est ( i ol ) Cette matrice est inversible car son déterminant vaut

—2¢ < 0. Cela implique que ¢ est une bijection de R? dans R?.

2 Onutilise la régle de la chaine. Toutes les fonctions considérées sont de classe C2. Pour
tout (z,t) dans R? :

Lat) = S (o) x 5o (@,) + 5o (1) X 5o (2,1)
oF OF
= o e@1) + 5-(0(2,1))
et
af oF du oF dv
T@) = o (p@1) X S, ) + S0, 1) X S (1)
t)F OF

Calcul differentiel



On applique de nouveau la regle de la chaine pour calculer les dérivées d’ordre 2.

aet = g (5r) @)

0 (OF oF

T o (du e v e ('0) (z,1)
0?F -

= (())?(99(11‘)) X %(m t) + (c,o(Tt)) v %(m,t)

g F .

+§uav(‘p("'*t)) A %(l t) + d—(sa(a:,t)) X %(m,t)
OF 2F 0°F

- (é;?(sa( ))+2<;jd (p(z,t) + F) (p(z,1))

On a utilisé le théoréme de Schwarz a la derniére ligne: comme F est de classe C?,
O*F  O*F

oudv  dvou’

Un calcul similaire donne

o2 f 2(02F 02F a2F>
il -

o2 ouZ " oudv * v

Soit f une fonction de classe C? vérifiant I’équation (E). On pose comme ci-dessus,
F = fop ' Les calculs de la question précédente nous donnent :

02f 1 de a2F

» 2 —

V(z,t) € R, ) (z,t) — 2 o2 (z,t) = 4(‘)11,(')'1)
02

(p(2,1))

F

. - : o .
Comme la fonction ¢ est surjective de R? dans R? on obtient que D est la fonction
udv

De ce fait, comme f vérifie (E) : V(2. t) € R?,

nulle. Cela implique, en intégrant par rapport a u puis par rapport a v qu’il existe des
fonctions A, B de classe C? de R dans R telles que

F : (u,v) — A(u) + B(v)

La fonction f est donc nécessairement de la forme f : (2,t) — A(x+ct) + B(x —ct).
On vérifie aisément que les fonctions de cette forme verifient (E).

98. Résoudre une équation différentielle aux dérivées partielles
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Soit V =R?\ {(z,0),2 < 0}etU = R* x] — 7, 7[. Soit a € R et f une fonction de classe
C! définie sur V' a valeurs dans R telle que

. I e oy 02 ) = afla
V(z,y) €V, afay(av,y) Y5, BrY) = af(z,9) (E)

On pose u : U — V définie par ¢ : (r,6) — (rcosf,rsiné).
1 Montrer que F' = f o u vérifie

V(r,0) e U, %(r, 0) = aF(r,0)

2 En déduire la forme de la fonction F'.

Pour vous aider a démarrer
| ” 1 Utiliser les résultats de 1’exercice 1 de la fiche 96

2 En fixant une variable. se ramener a la résolution d’une équation
différentielle vérifiée par une fonction d’une seule variable.

PEERRRRRRRR R nnnnnnnnmnm s.llll..s ..s 'l.'clc's FERERRRRR IR nnnnnnnnnnnmm
ERCICE 9.1

1 Onreprend les notations de 1’exercice 1 de la fiche 96. D’apres les calculs de cet exer-
cice, pour tout (2,y) € V' :

af x IoF y OF

—(2,y) = ——=—(r.0) — ———(r.0

V= Tmraar ) @ pas
et

of Y oF xz OF

—(z,y) = —=—(r,0)+ ———(r,0

Ci-dessus, on a noté (r, 6) pour u~!(x, ).

Calcul differentiel



Comme f vérifie (E) alors

of of Y oF xr OF
L (2,y) —y=—(2,y) = 2| ———e——(r0) + ————(r,0
x JdF y OF
—y | —=—(r0) - —— == (1,0
y( 2+ 9 ar 79) 2+ o0 )>
oF
= "

Comme la fonction u est une bijection, on obtient : V(r, #) € U, 20 (r,0) = aF(r,0).
A 7 fixé. cela implique que la fonction 6 — F(rg,6) vérifie I’équation différentielle
y' = ay. 1l existe alors une constante, dépendant de g, que I’on note A(rg) telle que
pour tout & €] — m, 7|, F(ro,0) = A(rg)e®. La fonction F étant de classe C!, la
fonction A doit étre de classe C".
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Les ouvrages de cette collection ont pour objectif de faciliter I"acquisition
et la maitrise des notions fondamentales du programme. Le but est de
faire en sorte que chacun sache « quoi faire », méme lorsqu’il pense se
trouver face a un obstacle insurmontable.

Chaque fiche de ce livre est congue de la fagon suivante :

H Quand on ne sait pas !
Les raisons expliquant pourquoi on ne sait pas, avec parfois des rappels
de cours et les premiéres pistes a explorer afin de s’en sortir.

H Que faire ?
Les méthodes permettant de solutionner le type de probléme étudié,
assorties des rappels de cours essentiels a leur mise en ceuvre.

B Conseils
Les conseils de rédaction et une ou deux astuces pratiques.

B Exemple traité
Mise en pratique et en lumiére de ce qui a été vu précédemment.

B Exercices
Enoncés choisis soigneusement afin de balayer largement le théme étudié,
certains étant extraits de sujets de concours.

B Pour vous aider a déemarrer
Les idées permettant de démarrer sereinement les exercices proposeés.

B Solutions des exercices
Les solutions complétes et détaillées des exercices.

www.editions-ellipses.fr

|

=

IO
782340033283

Illustration de couverture : © diego1012 - Fotolla.com




