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Exercice 1

En 2020, M. DUFISC a fait sa premiere déclaration de revenus : il a déclaré un revenu annuel
de 90000 €, 'impo6t correspondant s’est élevé a 8 000 € et son revenu apres imp6t a donc été
de 82000 €. Chacune des quatre années suivantes, son revenu annuel a augmenté de 2 % et
I'imp6t correspondant a augmenté de 3 %. M. DUFISC souhaite étudier ce qu’il adviendrait
de son revenu apres paiement de I'imp06t si I’évolution constatée se poursuivait. Dans ce
but, on suppose que I'évolution constatée se poursuit et, pour tout entier n positif ou nul,
on note :

* R, le montant exprimé en euros du revenu annuel de M. DUFISC en I'an (2020 + n) ;
e [, le montant exprimé en euros de 'impot correspondant;
e U,=Ry,—I.

Ainsi Ry = 90000; Io = 8000; Uy = 82000.
2 2

1. a * R =Ryp+Ryx — =90000+90000 x — = 90000 + 1800 = 91800
100 100

3 3
o I} =Ip+ Iy x — =8000+8000 x —— = 8000 + 240 = 8240
100 100
e Uy =R, -1, =91800—8240 = 83560
2 2
¢ Ry=R;+R; x — =91800+91800 x — = 91800 + 1836 = 93636
100 100

3 3
© =1+ x 5o = 824048240 x - = 8240+ 247,20 = 8487,20
e Uy=Ry— I, =93636—8487,20 = 85 148,80
2
b. ¢ Ajouter 2 %, c’est multiplier par 1 + 100’ soit 1,02.

La suite (R;) est donc une suite géométrique de raison gg = 1,02 et de pre-
mier terme Ry =90000. On en déduit que pour tout n positif, on a:
R, =Ry x qg =90000 x (1,02)".

3
* Ajouter 3 %, c’est multiplier par 1+ 100’ soit 1,03.

La suite (I,,) est donc une suite géométrique de raison gy = 1,03 et de premier
terme Iy = 8000. On en déduit que pour tout n positif, on a:
I, =Iox g = 8000 x (1,03)".

2. a. Pour tout entier n positif :

Un+1—Up=Rp+1— In+1) — (Rp—I)
= (90000 x (1,02)"*1 —=90000 x (1,02)")—(8000 x (1,03)"*! —8000 x (1,03)")
=90000 x (1,02)" (1,02 — 1) —8000 x (1,03)" (1,03 - 1)
=90000 x (1,02)" x 0,02 —8000 x (1,03)" x 0,03
=1800 x (1,02)" — 240 x (1,03)"
b. Ups1 <U, <> Ups1— U, <0 <> 1800 x (1,02)" —240 x (1,03)"

1800 (1,03)"
< 1800 x (1,02)" <240 x (1,03)" <— ——<
240 (1,02)"

15 1,03\" 15 1,03\"
— —< <~ In|—|<In
2 1,02 2 1,02
15 1,03 1,03 15
— In|—|<nxln|[— | < nxIn|—|>In|—
2 1,02 1,02 2

)
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1,03 15
On admettra que les entiers n supérieurs ou égaux a 207 vérifient n x In ( ) >In (?)

’

_ 1,03 15 . .
3. Sin>207,alors n xIn 102 >In > ) ce qui veut dire que U+, < Uy,.

Donc M. DUFISC devrait attendre 207 ans pour voir son revenu apres impo6t diminuer,
donc il ne le verra pas.

Exercice 2

Depuis une décennie, le nombre de candidats admis au baccalauréat augmente réguliére-
ment a Clermont-Ferrand. Les responsables du campus universitaire décident de mener une
étude sur les besoins en infrastructures et équipements du campus puis une enquéte aupres
d’un échantillon d’étudiants sur leur préférence entre le renforcement du parc automobile
et la construction de nouvelles résidences universitaires.

L'étude menée sur la période allant de 2015 a 2020 a permis de modéliser I'évolution du

nombre de nouveaux étudiants demandeurs de logements dans les résidences universitaires
1 1

par la suite (u,) définie pour tout entier naturel » par : u, = 1000 2 n+l-In (5 n+ 1)

’

(uy) étant le nombre d’étudiants en (2015 + n).

Arthur, le premier responsable des étudiants, a pris connaissance des résultats de 1'étude
menée. Afin de connaitre I’évolution du nombre d’étudiants demandeurs de logements dans
les résidences universitaires, il se propose d’étudier les variations de la fonction f définie sur

1 1
[0; +oo| par: f(x) = 5x+1—ln 5x+1).

Il se propose également d’analyser les résultats issus de I'enquéte.
Partie A

1. e 'année 2015 correspond a n = 0.

Donc le nombre de nouveaux étudiants demandeurs de logements dans les rési-
dences en 2015 est :

Up=1000[0+1—-1n(0+1)] =1000.
e L'année 2020 correspond a n = 5.

Donc le nombre de nouveaux étudiants demandeurs de logements dans les rési-
dences en 2020 est :

7

7
us = 1000 :1000[5—111(5)] ~1000(3,5-1,2528),

1 1
—x5+1—-In{=-x5+1
2 2

soit 2 247 en arrondissant a I'unité.

2. a. Ladérivée de f pour tout x appartenant a [0; +oo| est la fonction f’ définie par

3 1 3 1 1 x+2-2 X

1
f’(_x):——1 = : =—— = =
2 Sx+1 2 5(x+2) 2 x+2 2(x+2) 2x+4

b. x€ [0; +oo| donc x >0 donc 2x +4 > 0 et donc f'(x) > 0.

On en déduit que la fonction f est croissante sur [0; +oo].
1 1
3. f(0O)=1-In(1)=1et f(10) = > X 10+1—ln(5 x 10+ 1) =6-In(6) =6—-1,7918 = 4,2082

On dresse le tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle [0; 10].
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X 0 10
' +
~4,2082
f /
1

4. nestun entier naturel donc n € [0; +oo[ et n+1€ [0; +oo].

Partie B

n<n+1et f est croissante sur [0; +oo[ donc f(n) < f(n+1).
Il en découle que 1000 x f(n) <1000 x f(n+1) etdonc que U, < Uyi1.

La suite (u,) est donc croissante.

Un groupe de 100 étudiants composé de 60 garcons et 40 filles a participé a 'enquéte sur
la préférence entre le renforcement du parc automobile et la construction des résidences
universitaires. 40 % des garcons sont favorables au renforcement du parc et 60 % des filles
optent pour la construction des résidences universitaires.

1.

a. Ilya60 garcons dont 40 % favorables au renforcement du parc, donc 60 % optent

. - . . . 60
pour la construction des résidences universitaires soit 60 x 100 36.

Le nombre de garcons ayant opté pour la construction de nouvelles résidences
est donc 36.

. 1y a 40 filles dont 60 % qui optent pour la construction des résidences universi-

taires soit 40 x — = 24.
100

36+ 24 = 60 donc le nombre total d’étudiants ayant opté pour la construction des
nouvelles résidences est 60.

2. Oninterroge un étudiant au hasard.

a. Soitl’événement A : I'étudiant préfere la construction de nouvelles résidences.

Il'y a un total de 100 étudiants dont 60 qui préférent la construction de nouvelles
résidences.

60
La probabilité de A est donc 100 soit 0,6.

. Soit 'événement B : I'étudiant est une fille qui a opté pour le renforcement du

parc automobile.

I1'y a 24 filles qui préferent la construction de nouvelles résidences sur 40 filles,
doncil y en a 16 qui ont opté pour le renforcement du parc automobile.

16
La probabilité de B est donc 100 soit 0,16.
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Exercice 3

On considere la fonction f définie sur |0; +oo[ par f(x) = x* — 8In(x).

On admet que f est dérivable sur ]0; +oo[ et on note f” sa fonction dérivée.

1. On détermine les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.

e LimiteenO

lim x*> =0
x—0

limIn(x) = —oc0
x—0

¢ Limite en +oo

} donc lir% x% —8In(x) = +oo donc lirr(l)f(x) = +00
X— X—

1
f(x)=x?>-8In(x) = x(x—8 n(x))
X
lim x=+oc0
X—+00 . ln(x)
In(x) donc lim x-8 =400 . In(x)
lim =0 X—+0o0 X donc lim x|x—-8——| =400
X—+00 X X—+00 X
lim x=+oo
X—+00
donc lim f(x)=+o0
X—+00
1 2x°-8 2(x-2)(x+2
2- f/(x)zzx_Sx_: X — (x )(x )
X X X
3. On étudie le signe de f’ sur |0; +oo|.
X 0 2 +00
x—=2 - +
x+2 + +
X 0 + +
2(x—-2 2
fi = 220D - ¥

f(2) = 22-8In(2) = 4-8In(2); d’apres 'exercice 2, In(2) = 0,6931. On en déduit que
f(2) = —1,54 < 0. On établit le tableau de variations de f sur |0; +oo].

X 0 2 +00
fl(x) - ) +
+00 +00
[ \ /
4-8In(2)

4. On complete le tableau des variations de f sur |0; 2].

Branche surveillance
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+00

fx) \ |

0

\

~—-1,54

La fonction f est dérivable donc continue sur |0; 2], elle est strictement décroissante
sur cet intervalle; de plus liII(l) f(x) >0et f(2) <0. Donc, d’apres le corollaire du théo-
X—

reme des valeurs intermédiaires, on peut dire que I'équation f(x) = 0 admet une solu-
tion unique sur |0; 2].
5. On admet que sur [2; +oo[, I'équation f(x) = 0 admet une solution unique S.

On en déduit le signe de f sur l'intervalle ]0; +oo].

x |0 a 2 B +00

fx) + - +

6. Pour tout réel k, on considére la fonction g définie sur |0 ; +oo par:
gr(x) = x*> = 8In(x) + k. Donc gi(x) = f(x) + k.

La fonction f admet le nombre 4 — 8In(2) comme minimum; en prenant pour k I'op-
posé du minimum soit k = —4 + 8In(2), la fonction g sera tout le temps positive, sauf
en x =2 ol elle s’annulera.

Exercice 4

On dispose d'une urne contenant 6 jetons indiscernables au toucher dont :

* trois jetons numérotés 1;
* deux jetons numérotés 2;
* un jeton numéroté 3.

et d'un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées 1, 1, 2, 2, 2, 3.

Lépreuve (E) consiste a tirer au hasard et simultanément deux jetons de 'urne et a lancer
une fois le dé.

On effectue une épreuve. On suppose que tous les événements élémentaires sont équipro-
bables.

On résume la situation avec des arbres pondérés.

* Le dé comporte 6 faces qui peuvent faire apparaitre les numéros 1, 2 ou 3. On note
respectivement D, D, et D3 'apparition du 1, du2 oudu 3

2
o Lenuméro 1 est présent deux fois donc sa probabilité d’apparition est rt
o Le numéro 2 est présent trois fois donc sa probabilité d’apparition est rt
1
o Le numéro 3 est présent une fois donc sa probabilité d’apparition est r

Voici I'arbre pondéré représentant le lancer du dé.
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* On extrait simultanément deux numéros parmi six dans 'urne.

Les résultats possibles sont :

2
o deux 1 (événement noté Uj;) avec une probabilité de % =—;
6

—
—
—
X
—
DN =
—
D

o unletun2 (événement noté U;,) avec une probabilité de 3 =—;

o un 1 etun 3 (événement noté U;3) avec une probabilité de =

G 1

o deux 2 (événement noté Uyy) avec une probabilité de =

6
- , N OV R I
o un 2 et un 3 (événement noté U,3) avec une probabilité de =

On représente cette situation par un arbre pondéré.

Un

Uiz

3/15
"

6/15

3/15 Uis

1/15

™~

2/15 U

Uas

* On peut donc représenter le jeu complet : voir 'arbre 1 page 22.
1. On va calculer les probabilités des événements ci-dessous

* A:«le produit des trois numéros obtenus est égal a 4 »

Voir I'arbre 2 page ?2; les trajets favorables sont en rouge.
P(A) =P (U2nDy)+P(UxpnDy) 0 E’)+ L2 E’)+2 18+2 20_z2
= = — X — — X == — —_— = — —_— = — = —
2 277V 71576 15 6 15 90 90 90 90 9
* B:«lasomme des trois numéros obtenus est égale a 5 »
Voir I'arbre 3 page ??; les trajets favorables sont en rouge.
P(B) =P (Ui1ND3)+PU2nD2)+P(UsnDy)+P(Ux2n Dy)
3 1 6 3 3 2 1 2 3 18 6 2 29
=— X—F—X—-—"4F—X—-—"4—X—-—=—94+—4+ —+ — = —
15 6 15 6 15 6 15 6 90 90 90 90 90
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2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de numéro 2 lors d'une épreuve.

Voir 'arbre 4 page 22.

e Nombre de 2 égal a 0

P(X=0)=PUi1nD1)+PUnnD3)+P(UiznDy)+P(UznD3)
3 2 3 1 3 2 3 1 3 6 3 1
=— X—F—X—F—X—F—X—=—X—= — = —
15 6 15 6 15 6 15 6 15 6 15 5

e Nombre de 2 égala 1

P(X=1)=P(UnnDy)+P(U2nDy)+P(U2NnD3)+P((UiznNDy)+P(UxznDy)

+ P (Uz3N D3)
3 3 6 2 6 1 3 3 2 2 2
= X4 — X—F—X—F—X—F+—X—+—
15 6 15 6 15 6 15 6 15 6 15
1 2 1 1 2 1 9+12+6+9+4+2 42 7
=—t—t+t—+—+—+—= =—=—
10 15 15 10 45 45 90 90 15
e Nombre de 2 égal a 2
P(X=2)=PUj2NDy)+P(UyyyNDy)+ P (U N D3)+ P (Usxs N Dy)
6 3 1 2 1 1 2 3 1 1 1 1
= X — X—F— X+ —X—=—F— 4 —+—
15 6 15 6 15 6 15 6 5 45 90 15
_18+2+1+6 27 3
- 90 90 10
* Nombre de 2 égal a 3

1
X_
6

1 3 1
P(X=3)=PU»nNDy))=—x—=—
( ) (Uz2n Dy) 56" 30

On en déduit la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Xi 0 1 2 3
1 3 1
P(X = x;) = = = —
5 15 10 30

3. Lors d'une épreuve, on appelle « succes » I’obtention de trois numéros impairs.
Voir I'arbre 5 page ?2. La probabilité p du succes est :
p=PUnnD))+PUnnDs3)+P(UsnDy)+PUsznDs)

3 02 3 1 3 2 3 1 3 2+1+2+1 1 1

=—X—4+—X—4—X—F —X—=—X ——
15 6 15 6 15 6 15 6 15 6 5
4. Soit n € N\{0; 1}. On répete n fois de suite et d'une maniere indépendante I'épreuve
(E). Soit I'événement A, : « obtenir au moins un succés lors des n épreuves », de pro-

babilité P,,.

Chaque épreuve (E) n’a que deux issues et on répete n fois de suite et d'une maniere
indépendante cette épreuve. Donc la variable aléatoire Y qui donne le nombre de suc-

R . o . 1
cés sur n épreuves suit la loi binomiale de parametres n et p = R

5] (===
Donc: P, =P(Ay))=P(Y 21)=1-P(Y=0)=1- = |1-= =1-|=
nj\5 5 5
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Arbre 1
D,
e
U11 / 3/6 D2
T~
\ D
3
D,
2=
/
Uiy 3/6 D,
1/6
/ T~ b
3
6/15
D,
26—
3/15 Uss — a6 D»
T~ 16
\
D3
1/15
D,
\ e
2/15 Uny — 6 D»
T~ 16
\
D3
D,
e
Uys — 6 D»
T~ 16
\
D3
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Arbre 2
D,
e
Uy — 36 Dy
T~ 1/6
\
D3
Dy
2/6 —
/
U12 3/6 D2
3/15 —
1/6
/ ~_
D3
6/15
D,
2/6 —
3/15 Uys — 3/6 D,
T~ 1/6
\
D3
1/15
D,
\ 2/6 —
2/15 —
Uzz 3/6 D2
T~ 1/6
\
D3
D,
2/6 —
Uss — 3/6 D
T~ 1/6
\
D3
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produit 1

produit 2

produit 3

produit 2

produit 4

produit 6

produit 3

produit 6

produit 9

produit 4

produit 8

produit 12

produit 6

produit 12

produit 18
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Arbre 3
D; somme 3
26—
Un <3/6 D, somme 4
1/6 —
D3 somme 5
D, somme 4
26—
/
3/15 Utz —— 3/6 D, somme 5
1/6
6/15
1 somme 5
3/15 U 3/6 D, somme 6
13 —
1/6 —
D3 somme 7
1/15
D; somme 5
215 Uz 3/6 D, somme 6
T~ 1/6
T~ D3 somme 7
D, somme 6
26—
U < 3/6 D, somme 7
1/6 —
D3 somme 8
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Arbre 4
D,
26—
Uni < 3/6 D,
1/6
\
D3
D,
26—
/
U12 3/6 D2
1/6
/ T~
D3
6/15
D,
6=
3/15 Uss < 3/6 D,
1/6
\
D3
1/15
D,
\ ™
2/15 —
U2 — 3/6 D,
1/6
\
D3
Dy
6=
Uss < 3/6 D,
1/6
\
D3
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nombrede 2 :
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nombre de 2 :

nombre de 2 :

nombrede 2 :
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nombrede 2 :

nombre de 2 :

nombre de 2 :

nombre de 2 :

nombre de 2 :

nombre de 2 :

nombre de 2 :
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Arbre 5

S

2/6
3/6
1/6

Un

N

/)

1/6

¥

S

2/6
3/6
1/6

e

/I

Uas

N

/
Dy
26—
/
U12 3/6 D2
3/15 —
1/6
/ T~
D3
6/15
D,
26—
/
3/15 Uis 3/6 Do
T~ 1/
\ D
3
1/15
D,
\ e /
2/15 U = 3/6 D
22 )
\
\
/
\

¥
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nb numéros impairs : 3

nb numéros impairs : 2

nb numéros impairs : 3

nb numéros impairs : 2

nb numéros impairs : 1

nb numéros impairs : 2

nb numéros impairs : 3

nb numéros impairs : 2

nb numéros impairs : 3

nb numéros impairs : 1

nb numéros impairs : 0

nb numéros impairs : 1

nb numéros impairs : 2

nb numéros impairs : 1

nb numéros impairs : 2
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